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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Frage, wie Primzahlen verteilt sind und un-
tersucht dabei regelmiissige Primzahlverteilungen. Es wird mit einem Beweis des Bert-
randschen Postulats, welches besagt dass zwischen n und 2n immer eine Primzahl liegt,
angefangen, welches die Konzepte gut illustriert. Es werden dann fortfithrende Konzepte
vorgestellt mit welchen eine Konzeption eines Beweises der Legendreschen Vermutung,
welche annimmt dass zwischen n? und (n + 1)? immer eine Primzahl liegt, durchgefiihrt
wird. Als Bereicherung werden auch weitere, eigene Beweise aufgefiihrt unter anderem

ein Beweis der Ramanujan-Primzahlen.

1 Einleitung

Die Arbeit beschéftigt sich mit der Frage, welche Ansétze ich zum Beweis der Legendre-
schen Vermutung anstellen kann. Diese behauptet, dass zwischen n? und (n+ 1)? immer eine
Primzahl liegt. Mithilfe von numerischen Berechnungen[4] ist es moglich zu zeigen, dass fiir
jedes n < 10Y immer 2 Primzahlen in diesem Intervall liegen. Es ist deshalb sehr wahrschein-
lich, dass die Legendresche Vermutung wahr ist. Das aufkommende Problem sind anormale
Intervalle, welche viel weniger oder keine Primzahlen besitzen.

Um einen besseren Einstieg zu bieten wird noch ein Beweis des Bertrandschen Postulats
erldutert. Das Bertrandsche Postulat besagt, dass zwischen n und 2n immer eine Primzahl
liegt. Fiir diese Intervalle gibt es keine anormalen Intervalle, dies wird durch die Existenz von

Ramanujan-Primzahlen bestétigt.

1.1 Notationen

Hier sollen noch notatorische Dinge eingefiihrt werden. n und griechische Buchstaben sind

immer € IN und es sei x € R,z > 0. p ist immer eine Primzahl.

2 Bertrands Postulat

Als erstes soll in dieser Arbeit das Bertrandsche Postulat[1] behandelt, respektive bewiesen
werden. Das Bertrandsche Postulat besagt, dass es fiir jede natiirliche Zahl n ein p gibt, so dass
n < p < 2n gilt. Joseph Bertrand stellte 1845 diese Behauptung auf und bewies sie fiir alle
n < 3'000'000. Pafnuti L. Tschebyschew, ein bedeutender Mathematiker seiner Zeit, bewies
1850 das Bertrandsche Postulat fiir alle Zahlen. 1919 bewies Srinivisa Ramanujan die Existenz
sogenannter Ramanujan-Primzahlen, auf welche spéter eingegangen wird. Paul Erdds lieferte
1932 einen einfacheren Beweis fiir alle n, mit welchem wir uns in diesem Kapitel beschéftigen

werden. Dieser basiert auf einem indirekten Beweis. Man schiatzt den Binomialkoeffizienten



(2:) gegen oben und unten ab und kann dann zeigen, dass dieser ohne Primzahlen zwischen

n und 2n zu klein wire.

2.1 Summe von Binomialkoeffizienten

Die Summe ) ;_, (Z) stellt die Anzahl Moglichkeiten dar, eine Gruppe mit einer Grosse
< n aus n Personen zu bilden. Betrachtet man dieses Problem aus einer anderen Sichtweise,
konnte man auch sagen, dass jede Person entweder in einer Gruppe ist oder nicht, also zwei
Moglichkeiten hat. Diese andere Sichtweise liefert das Resultat 2. Da beide Terme dasselbe
Ergebnis haben miissen folgt .

n n
£+

Als Beispiel nehme man n =4

4

4
Z(k) =144+6+4+1=16=2%
k=0

An diesem Beispiel sieht man auch, dass Binomialkoeffizienten zuerst steigen bis sie in der

Mitte der Reihe sind und dann wieder sinken. Dies ist unter anderem eine Folge des Dualismus

der Binomialkoeffizienten, welcher besagt, dass (Z) = (nfk) 1

2.2 Abschitzung von Binomialkoeffizienten

Mithilfe dieser Uberlegungen kann man nun Binomialkoeffizienten abschitzen. Zuerst soll

(2n+1) nach oben abgeschiitzt werden. Es ist offensichtlich, dass dieser Binomialkoeffizient

n+1
Summand der Summe 22"+ = Eif&l (2n,:r 1) ist. Aufgrund des Dualismus weiss man nun,
dass dieser Binomialkoeffizient 2 mal vorkommen muss, also wird ?;312(2”;: ) > (2711:11) gel-
ten. Setzt man (1) ein folgt
227;1 s (2:111) @)

Einen ahnlichen Ansatz verwendet man beim unteren Abschéitzen von (2:) Wiederum ist

(27?) Teil der Summe 22" = iﬁo (2]?) Da (27:”) der grosste Summand ist wird er bestimmt

grosser sein als der Durchschnitt der Summanden. Fiir n > 1 ist es moglich die Summanden

(20”) und @2) zusammenzufassen, da (%f) > 2 = (251 )+ (32) gilt?. Folglich wird die obige

Beobachtung bei der Betrachtung von 2n Summanden anstatt von 2n 4+ 1 nicht verletzt und

22n  4n 2n
T, (3)
2n 2n n

I'Dies wird klar wenn man beide Binomialkoeffizienten ausschreibt.

2Mit (2::'12) > (2:) und (T) = 2 induktiv beweisbar.

es folgt




2.3 Der Satz von Legendre

Der Satz von Legendre beantwortet die Frage, wie oft ein Primfaktor in n! vorkommt. Ein
Primfaktor kommt in einem Produkt so oft vor, wie er in den Faktoren vorkommt. Man
nehme 35 - 20 als Beispiel. Die Primfaktorzerlegungen sind 35 = 5 -7 und 20 = 22 - 5, also
ist das Produkt 22 - 52 - 7 = 700. Man kann die Primfaktoren also aufaddieren und erhilt
das richtige Resultat. Dasselbe Prinzip kann man bei Fakultiten anwenden, indem man die
Anzahl Primfaktoren zihlt. Man nehme zum Beispiel 35!. Ohne die Fakultéit auszurechnen
weiss man nun, dass 17 zwei mal in der Primfaktorzerlegung vorkommt, da 17 und 34 Faktor
sind. Wollen wir jedoch einen Primfaktor bestimmen, welcher < \/n, so werden wir nur
ansatzweise auf diese Weise vorgehen konnen. Wollen wir zum Beispiel auszihlen, wie oft
p < /n vorkommt, so wird p? nicht nur 1 p sondern 2 p zur Primfaktorzerlegung hinzufiigen.
Sollte also ein Primfaktor p* < n,k € IN, erfiillen, so muss man diesen mindestens k mal
zéhlen.

Um dies nun in einem Term auszuzdhlen muss man wissen, wie oft die Faktoren ein
Vielfaches von p sind. Offensichtlich ist jede p-te Zahl, zum Beispiel 2p, ein Vielfaches von p.
Ist n also zum Beispiel ein 3.5-faches von p, so wird p 3-mal vorkommen, da p < 2p < 3p < n.
Also kommt p ungefihr %—mal vor. Fiir das genaue Resultat muss man % abrunden. Dieses
Abrunden wird durch die Gauss’sche Klammer signalisiert: |3.5] = 3. Wir kénnen nun den
Satz von Legendre definieren:

Eine Primzahl p kommt
| n pesn n
mal in n! vor.

Das Problem, dass man p’, j € IN, j-mal auszdhlen muss, ist hier ebenfalls gelost da p’ bei
k=1,k=2,...,k =7 immer jeweils einmahl gezdhlt wird, insgesamt also j-mal. Dass man
die Summe unendlich lang weiterfithren kann liegt daran, dass wenn p*¥ > n, dann 1% < 1.
Rundet man eine positive Zahl < 1 ab, so wird diese stets Null, besitzt damit also keinen
Einfluss auf die Summe mehr. Die zweite Notation will sagen, dass man alle & > 1 verwenden
soll, fiir welche p* < n gilt.

Es seien noch folgende Ungleichungen zur Gauss’schen Klammer erwihnt, da sie im Ver-

lauf der Arbeit noch verschiedene Male verwendet werden:

n—1<[n] <n. (4)



2.4 Obere Abschitzung des Produkts von Primzahlen

Mit den Erkenntnissen iiber Binomialkoeflizienten kann man nun mithilfe von Induktion

[[p<4a (5)
p<n
beweisen. Da eine gerade Zahl nie prim ist (bis auf 2) weiss man, dass das Produkt aller
Primzahlen < 2n 4 1 dasselbe ist wie das Produkt aller Primzahlen < 2n + 2, da die gerade
Zahl 2n+2 nie prim sein kann. Deshalb reicht es aus, wenn die Abschéitzung fiir alle ungeraden
Zahlen bewiesen wird.
Den Induktionsanfang ist fiir n < 4 bereits erledigt, da alle Zahlen prim sein kénnen ohne
dass die Abschitzung falsch wire, da jeder Faktor < 4 ist.

Nun soll das Produkt aller Primzahlen < 2n + 1 umgeschrieben werden zu

IIr=11» 11 »
p<2n+1 p<n+1 n+1<p<2n+1
Dieses Vorgehen ist ein Aufspalten des Produkts. Nun kann angenommen werden, dass die
Abschitzung fiir alle Zahlen < 2n + 1 gilt. Somit ist es kein Problem mehr Hpgn 41D gegen
oben abzuschétzen, da wir bereits eine Abschiatzung haben, ndmlich 4™.
Nun gilt es lediglich noch einen Term zu finden, welcher bestimmt grosser ist als das

Produkt aller Primzahlen n+1 < p < 2n+ 1. Dazu verwenden wir den Binomialkoeffizienten

(2:: 11) = n(?(?sz)!!

ersichtlich, dass (2n + 1)! alle gesuchten Primzahlen enthélt. Der Z#hler jedoch besitzt keiner

. Betrachtet man némlich die Schreibweise mit den Fakultiten, so wird

all jener Primzahlen als Faktor, da er nur aus Zahlen < n + 1 besteht, daher muss er das
gesuchte Primzahlenprodukt enthalten. Der Binomialkoeffizient (2::11) kann deshalb als obere
Abschitzung des bisher unbekannten Produkts verwendet werden.

Unter Beachtung dieser Ergebnisse und (2) ergibt sich der Einzeiler

I »=11» I p<4"-<2:_:_11><4”4”:42”.

p<2n-+1 p<n+1 n+1<p<2n-+1

Somit ist die Induktion vollstéindig.

2.5 Primfaktorzerlegung von (2:)

Da (2") (721711)!2 folgt aus dem Satz von Legendre, dass ein Primfktor p

Pt

k=1



Mal in (2:) vorkommt. Das man das Doppelte der Primfaktoren von n! subtrahiert liegt am
Quadrat von n! im Binomialkoeffizienten und der Division, denn eine Division bewirkt das
genaue Gegenteil einer Multiplikation beziiglich Primfaktoren, die Wegkiirzung von Primfak-

toren. Formt man diesen Term mit den Ungleichungen (4) um, so folgt

2n n 2n n

il () § i (e ¥ (SR | |
L)’“J LO’“J pk <p’“ )

2n n 2n 2n

il (B ¥ P (SO it ) g
L?’“J L}’“J (p’“ ) P

Jeder der Summanden ist also entweder 0 oder 1, da eine natiirliche Zahl v, welche —1 < v < 2
erfiillt, 0 oder 1 sein muss.

Diese Primzahlen, welche sicher nur einmal als Summand vorkommen werden, also jene
fiir welche p > v/2n gilt, werden deshalb nur einmal Primfaktor des Binomialkoeffizienten
sein konnen.

Bei genauerer Betrachtung fillt auf, dass der Binomialkoeffizient keine p teilt, fiir welche
%n < p < n gilt. Formt man die Ungleichung um, so siecht man, dass 3p > 2n. Weiter ist %n <
2p < 2nund p < n. p wird also je zwei mal im Zéhler und im Nenner des Binomialkoeffizienten
auftauchen und sich somit wegkiirzen.

Nun stellt sich die Frage, wie oft ein Primfaktor p < v/2n im Binomialkoeffizienten vor-
kommt. Der Primfaktor wird so oft gezihlt, wie das maximale k, welches die Gleichung
p* < 2n erfiillt. Denn sollte p* > 2n zutreffen, so ist Li—Z’J = 0. Jeder Summand ist maximal

1, also wird die maximale Potenz von p das maximale k sein, fiir welches p* = 2n gilt.

2.6 Abschluss des Beweises

Nun kann man all diese Erkentnisse zusammenfassen zu:

4n<<2”>< T2 I » 1] »
2n n

p<V2n  V2n<p<in nSP<2n
Die untere Abschitzung ist (3) und benétigt keine weitere Erkldrung. Die obere Abschiitzung
jedoch ist spannend, da sie verschiedene Aspekte vereint. Im ersten Produkt wird die Anzahl
Summanden des Satzes von Legendre ausgenutzt. Die Potenz von p im Binomialkoeffizienten
ist aufgrund jenes Satzes nimlich maximal so gross, dass p¥ = 2n. Also wird jede Primzahl
als Faktor nicht mehr als 2n beitragen. Weiter haben wir gezeigt, dass jede Primzahl p > /2n
nur einmal als Primfaktor vorkommen kann, woraus folgt, dass das Produkt aller Primzahlen
bis %n verwendet werden kann.

Im néchsten Schritt folgt der indirekte Beweis. Nehmen wir an es gébe keine Primzahlen



zwischen n und 2n, so folgt unter Verwendung von (5)

% < (2n)V243m,

Untersucht man diese Ungleichung jedoch, so fillt auf, dass diese fiir alle n > 467 gar nicht
stimmt3. Die Annahme, dass es zwischen n und 2n keine Primzahlen gibt, ist also fiir alle
n > 467 falsch.

Nun kann man mit einer kleinen Liste von Primzahlen die Liicke von 2 bis 467 auffiillen
und der Satz von Bertrand ist bewiesen. Bei der Liste wird der sogenannte Landau-Trick
verwendet. Man verwendet eine Reihe von Primzahlen hy, hy € P,k € IN, fiir welche hgyq <
2hy, gilt. Unter Beachtung dieser Reihe gilt das Bertrandsche Postulat fiir jedes n welches
kleiner ist als das grosste hy der Liste. Unter Beachtung der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 13, 23, 43,
83, 163, 317, 631 gilt das Bertrandsche Postulat also fiir alle n > 1. O

2.7 Ramanujan-Primzahlen

Ramanujan zeigte mit seinem Beweis zum Bertrandschen Postulat weit mehr als nur das
fortwéhrende Vorhandensein mindestens einer Primzahl zwischen n und 2n. Er bewies die
Existenz sogenannter Ramanujan-Primzahlen|[2], wobei man die n-te Ramanujan Primzahl
mit R,, bezeichnet. Fiir jedes v > R, gilt, dass zwischen v und 7 immer mindestens n
Primzahlen liegen*. Man nehme als Beispiel die zweite Ramanujan-Primzahl 11. Nun kann
man mit Bestimmtheit sagen, dass es zwischen 15 und 7.5 mindestens 2 Primzahlen gibt, da

15 grosser ist als 11, der zweiten Ramanujan-Primzahl.

3 Legendres Vermutung

Die Legendresche Vermutung[3] wurde von Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833) aufgestellt
und besagt, dass zwischen 2 Quadratzahlen immer mindestens eine Primzahl liegt. Es gibt also
fiir jedes n mindestens ein p sodass n? < p < (n+1)? gilt. Obwohl die Vermutung bereits seit
vielen Jahren besteht ist sie immer noch unbewiesen. Aufgrund numerischer Berechnungen[4]
weiss man jedoch, dass die Vermutung fiir alle n < 10? wahr ist. Man weiss auch, dass im
Intervall [n?, (n+1)2] immer eine Primzahl oder eine Semiprimzahl liegt. Eine Semiprimzahl
ist eine Zahl der Form pq - po, also eine Zahl mit nur 2 Primfaktoren.

Die Legendresche Vermutung ist eines der vier Landau-Probleme[5]. Diese wurden 1912 in
Cambridge von Landau als “unangreifbare” Probleme ausgerufen und handeln allesamt von
Primzahlen. Sie sind jedoch nach wie vor ungeltst. Dafiir ist jedoch nicht das fehlende Inter-

esse verantwortlich sondern die unglaubliche Hartnéckigkeit mit welcher sich diese Probleme

3Siche 10.2.1 fiir Beweis dieser Aussage.
“Ramanujan verwendete das Intervall |n,n/2].



jedem Losungsversuch widersetzen.?

3.1 Beweisidee

Die basale Beweisidee baut auf der Beweisidee des Bertrandschen Postulats auf. Doch wer-
den wir in diesem Versuch keine Binomialkoeffizienten verwenden, denn betrachtet man die

(n+1)2 . .
n2 ), so ergeben sich keine bemerkenswerte

Primfaktorzerlegung des Binomialkoeffizienten (
Regelmaéssigkeiten. Die Primfaktorzerlegung wire viel zu komplex.

Stattdessen wird eine Optimierungsiiberlegung fokussiert. Dafiir wird ein Ausdruck benétigt,
welcher ohne Primzahlen zwischen n? und (n + 1)? um einiges zu klein wiire, damit eine Be-
weisskizze auch nur ansatzweise funktionieren kann. Dies gestaltet sich bedeutend schwieriger
als erwartet, denn oftmals geschieht es, dass die Primzahlen im gewiinschten Intervall zwar an
Bedeutung gewinnen, jedoch geschieht dies mit vielen anderen Primzahlen ebenfalls, sodass
die gewiinschten Primzahlen in der Masse untergehen.

Die zweite Optimierungsiiberlegung stellt sich aufgrund der Abschitzungen, welche wir
verwenden werden. Die Primfaktorzerlegung darf nicht zu komplex sein, denn durch Verwen-
den von mehreren Abschitzungen®, welche essentiell sind fiir die Beweisidee”, vervielfacht
sich der Fehler, den diese mit sich tragen. Die Abschitzungen werden im néchsten Kapitel

diskutiert.

Schliesslich ist der optimale Term

((n+1)%)!
()]

Dieser enthéilt alle Primzahlen zwischen n? und (n + 1)? einmal und ist mithilfe der Stirling-

formel, welche im Verlauf der Arbeit eingefithrt wird, fiir grosse n fast fehlerlos abschétzbar.

3.2 Primfaktorzerlegung

3.2.1 Allgemeine Uberlegung und Abschiitzung

Wichtig fiir die folgenden Uberlegungen ist, dass wir den Term ((”(:721)),2)' gegen oben abschétzen

wollen, da wir am Ende dieser Beweisskizze die Primzahlen zwischen (n+1)? und n? abziehen
wollen um einen zu kleinen Term zu erhalten. Wiirden wir den Term gegen unten abschétzen,
so ist die Abschitzung schon vor Abzug jener Primzahlen zu klein.

Betrachten wir den Term ((71(:721))!2)!, so muss nach dem Satz von Legendre ein Primfaktor

5Man betrachte hier die numerischen Berechnungen, welche zu diesen Problemen erbracht wurden

5Um komplexe Primfaktorzerlegungen abzuschitzen, bendtigt man extrem viele Abschiitzungsterme wie
spéater noch ersichtlich wird

"Man betrachte hierzu die Abschitzungen des Primzahlprodukts



i \‘(n+1)2J \‘nQJ
I B )
el p p
Mal vorkommen. Schétzen wir einen Summanden mithilfe von (4) gegen oben ab, so erhalten
wir

pk

{(n—i—l)QJ B {nZJ _ (n+1)2 n? 2n+1

+1-——= =241,
pk pk pF pk
—_——

Obere Abschitzung
3.2.2 Anwendung der Abschitzung
Nun soll dieser Term abgeschiitzt werden. Dazu stellt man zuerst die Ungleichung

2n+1
v < o +1<y+1

auf. Alle p* die diese Ungleichung erfiillen, kénnen nicht mehr als 4 mal vorkommen. Dies
liegt daran, dass die Abschitzung eine Obere ist und vor dem Abschétzen eine natiirliche
Zahl war. Die Abschitzung wird auf eine Genauigkeit von 1 eingeschréinkt und da der Term
bestimmt grosser ist als das tatsichliche Resultat kann man fiir eine obere Abschétzung

annehmen, dass sie 7 ist. Umformen der Ungleichung ergibt

o/2n+1 Sp> k/2n+1.
-1 gl
Wir haben also Intervalle fiir Primzahlen geschaffen, welche etwas iiber die Haufigkeit der

Primzahlen im Ausdruck ((72:21))!2)! aussagen.

Es gibt jedoch den Spezialfall ¥ = 1. Wir wissen, dass nur Primzahlen p* < (n + 1)2
vorkommen kénnen. Also verwenden wir p < {¥/(n + 1)? als obere Grenze und fiir die untere
Grenze verwenden wir die in der Abschéiitzung verwendete Grenze fiir v = 1, also {“/Z”Tﬁ .

Es stellt sich nur noch die Frage, welche k und v betrachtet werden miissen. k fingt bei
1 an und hort bei co auf, da fiir geniigend grosse k keine Primzahlen mehr in den Intervallen
sind. Ahnlich gehen wir bei v vor, aber wir miissen den Spezialfall 4 = 1 ausschreiben.

Fasst man all dies zusammen, erhélt man
Wird fiir jedes mogliche k& durchlaufen
(e.) (o)
((n+1)*)! .
aor <1l II  »II I »)) (6
’ k=1 1)2/k>p> ¥ont1  7=2 \ p/2ndls, o /20l
(n+1) p> V2n+ ;‘_1 >p> "7

Spezialfall 7 =1 Allgemeiner Fall fiir v > 2

~—




4 Abschitzungen und Primzahlfunktionen

In diesem Kapitel sollen die benétigten Mittel vorgestellt werden, um (6) abzuschétzen. Dabei

wird vor allem auf die Herkunft von Abschitzungen eingegangen.

4.1 Summen von Primzahlfunktionen

Aus [6] haben wir

S [ (7)

p<z ) h’l(x)

Dabei ist «~ ein Symbol aus der Analysis. Es meint, dass das Verhiltnis zwischen der rechten

und der linken Seite gegen 1 konvergiert.

Als Beispiel dazu nehme man® f(z) = 3(e® — e™®) und g(z) = 5. Nun weiss man, dass

M T

glz) — e®
Funktionen gegen 1 konvergiert, also kann man f(x) « g(x) schreiben oder auch

=1—e72%. Da e ?® zu 0 konvergiert weiss man also, dass das Verhiiltnis der

1 x -

5€7 — € T
lim 2——— = lim —f( ):1.
z—+00 —62

Da das Verhiltnis gegen 1 konvergiert, kann man das Integral als Abschiatzung fiir Prim-
zahlfunktionen verwendet werden. Zu beachten ist jedoch, dass noch ein Fehlerterm, fiir wel-
chen es Tabellen gibt, angehéingt werden muss, da der Satz nur eine Ahnung davon gibt, wie
sich Primzahlfunktionen verhalten. Das Herausfinden dieser Fehlerterme ist sehr anspruchs-
voll und fithrt im Endeffekt zur Riemannschen Vermutung, welche das grosste Problem der
Zahlentheorie darstellt. So war es nicht einmal Ramanujan, dem wohl gréssten Mathematiker

des 20. Jahrhunderts, moglich, die Riemannsche Vermutung zu 16sen.

4.1.1 Divergenz der Summe aller Primzahlinversen

Nun wollen wir diesen Satz anwenden. Die Summe aller Primzahlinversen meint

. 1
Jim <2p>-

p<x

Setzen wir f(z) = 1 so erhalten wir mit (7) und Integration durch Substitution

1 T
E . /z xln(x)dx n|ln(z)| —Inln

psT

Wir wissen also, dass wenn = gegen +oo strebt, dass dann In|In(z) — Inln2 zur Summe

aller Primzahlinversen ein Verhéltnis von 1 hat. Es ist also nicht moglich, dass eine der

8 f(x) = sinh(x)



Terme divergiert ohne dass der andere auch divergiert, da das Verhéltnis sonst nicht 1 sein

1

p<z p Wnd In|In(z)[ — Inln2 das gleiche Grenzwertverhalten

konnte. Wir wissen also, dass
besitzen. Um die Divergenz der Summe zu beweisen, miissen wir also nur noch zeigen, dass

In |In(z)| — Inln 2 divergiert. Dabei substituiere man mit x = ¢ und man erhilt

lim (In | ln(eek)] —Inln2) = lim (k—Inln2) — +oo.

k——+o0 k——+o0

O

Hier noch eine Anmerkung zu diesem Satz. Man weiss, dass die Summe aller Quadratin-

versen nicht divergiert, also einen Grenzwert besitzt?, wihrend die Summe der Primzahlin-

versen keinen besitzt. Es scheint also mehr Primzahlen als Quadratzahlen zu geben. Dies ist
ein Hinweis darauf, dass die Legendre Vermutung wahr ist.

Weiter ist nach [6] bekannt, dass

(o)

psn

konvergiert.

4.2 Primzahlfunktionen

Um sich das Leben zu vereinfachen, definierten Zahlentheoretiker mehrere Funktionen|8]. Die

fiir diese Arbeit 3 wichtigen Primzahlfunktionen sind

m(x) = Zl

d(x) = In(p)
b() = 3 nph).

m(x) meint die Funktion, welche die Anzahl Primzahlen < z zuriickgibt.
¥(x) ist die erste sogenannte Tschebyschow-Funktion und meint die Summe der logarith-

9() dem Produkt aller Primzahlen < z entspricht.

mierten Primzahlen. Wichtig ist, dass e

Die zweite Tschebyschow-Funktion ist ¢ (x), welche die hochste logarithmierte Potenz
aller p, welche kleiner als x sind, aufsummiert. Dabei wird bei jeder Primzahl kleiner als x die
grosstmogliche Potenz genommen. So ist zum Beispiel 1(9) = In(23) +1n(32) +1n(5) +1n(7) ~

7.832.

Dieser ist %(: ¢(2))
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4.2.1 Eigenschaften der Primzahlfunktionen

Hier sollen einige fiir diese Arbeit wichtigen Eigenschaften der Primzahlfunktionen vorgestellt
werden.

Oftmals will man nicht alle Primzahlen < x betrachten, sondern zum Beispiel alle Prim-
zahlen in einem Intervall. Will man zum Beispiel die Anzahl der Primzahlen im Intervall von
2x bis z wissen, so muss man 7 (2z) — w(z) verwenden. Dies ist moglich, da alle Primzahlen
< 2x ohne die Primzahlen < z den Primzahlen zwischen 2z und z entsprechen. Als Beispiel
setze man x = 5. Primzahlen < 2-5 = 2,3,5,7, wihrend die Primzahlen < 5 = 2,3,5. Die
Anzahl Elemente in der Menge der Primzahlen, welche nur in 2z aber nicht in z vorkommen,
entspricht also 1 = 7(10) — 7(5). Dasselbe Prinzip kann man auf ¥(z) anwenden, bei 9 (x)
wird dieses Prinzip jedoch (fast) nicht verwendet!".

Im Folgenden soll eine Gleichung zwischen ¥(x) und v (x) hergeleitet werden. Dabei ist
wichtig, dass jede Primzahl p so oft vorkommt wie moglich. Ist eine Primzahl also kleiner
als y/z, so muss sie mindestens 2 mal vorkommen, da dann p? kleiner als z ist. Allgemeiner
formuliert kann man sagen, dass jede Primzahl < x,k € N,k mal vorkommen muss, da

unter dieser Ungleichung p* < z gilt. Daraus ergibt sich die Gleichung

)
V() =Y 9(Va). (8)
k=1

Nun tiberlege man sich was beim Bilden der Summe passiert. Im ersten Schritt wird jede
Primzahl < = dazugenommen, da diese bestimmt Teil von ) (x) sind. Im zweiten Schritt wird
jede Primahl < y/x noch einmal hinzugefiigt, da sie bestimmt zweimal vorkommen kann. Wir
fithren das Verfahren weiter, bis man alle moglichen ¥(z) aufsummiert hat. Nimmt man zum

Beispiel = 9 so ergibt sich !

=9(3)
¥(9) =1In(2) + In(3) + In(5) + In(7) + In(3) + In(2) + In(2) ~ 7.832.
~—~—
=0(9) =0(¥9)

4.2.2 Abschitzung von 7(z)

Mithilfe von (7) ldsst sich eine erste Abschitzung machen. Diese ist

() /2 ’ lnza:) da.

Das Problem dieser Abschétzung ist die Schwierigkeit das Integral, welches Li(z) genannt

wird, zu berechnen. Dennoch sei angemerkt, dass diese Abschéitzung extrem gut ist und fiir

"Der Leser kann sich jedoch immernoch iiberlegen, was gezihlt wird wenn man ¢ (2z) — (x) berechnet
Y9 ~ 2.08

11



grosse = 7(x) fast fehlerlos abschétzt. Deshalb wird oft eine andere Abschétzung verwendet,
welche besser ist fiir kleine x, fiir grosse x jedoch lange nicht so gut ist wie Li(z). Diese andere

Abschétzung ist
x

—— v w(x).
In(x) (=)
Diesen Zusammenhang nennt man den Primzahlsatz, welcher zuerst von Gauss vermutet

wurde.

1200;

1000;
800;
600 |
400
200 -

L L L L | L L L | L L L | L L L
2000 4000 6000 8000 10000

Abbildung 1: Blau: 7(z), Griin: Li(x), Orange: lng(gz)
4.2.3 Beweis des Primzahlsatzes

Zuerst wollen wir zeigen, dass « eine transitive Relation'? ist. Gilt also f(z) « g(z) und

g(z) « h(x) so wollen wir zeigen, dass dann f(z) «~ h(x) folgt. Nach den Grenzwertsitzen

gilt

: (z)

b= Im @

= lim M i @
e—rtoo g(z) 2—+oo h(x)

L @)
e—too g(z)h(2)
z—+oo h(x)

Somit muss « transitiv sein. Folglich reicht es aus zu zeigen, dass

| x
/2 ln(m)dmm In(z)

12Fs sei angemerkt, dass die Relation sogar eine Aquivalenzrelation ist.
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gilt. Die Regel von L’Hospital besagt, dass

fz

. o (=)
lim —% = lim .
r—+00 g(x) r—-+00 g’(:L’)

~—

Wir wissen also, dass

1

r_1 g 1
‘m f2 In(z) N In(z)

li = 1 _
1
r——+00 lng([:ac) r—+00 1n(z) _ 1n21(g;)
1

= lim T

eotoo ] — In(z)
1

=—=1.

1-0

4.2.4 Abschitzung von ¥(z) und (z)

Y(z) ist mithilfe von (7) sehr einfach abzuschétzen

Hx) « /; izgi;dx =z -2

Die 2 wird jedoch weggelassen, da sie fiir grosse  den Einfluss verliert.

Eine andere interessante Eigenschaft wird ersichtlich, wenn man ¥(x) durch In(x) divi-

diert. Man erhalt

Iz In

(z) :pgw mg; g%l = 7(x).
Der Ausdruch 9(x)/In(z) ist also ungefdhr m(z). Dies ist interessant, weil dieser Ausdruck
asymptotisch gleich ist zur Abschéitzung aus dem Primzahlsatz. Wir werden uns diese Eigen-
schaft im Beweis zu den Ramanujan Primzahlen zunutze machen.

¥ (x) ist wesentlich schwerer abzuschiitzen. Geht man mit Gleichung (8) und der Abschitzung

von ¥ vor'? | erhiilt man

el

k=1

Das Problem dieser Abschitzung ist die schiere Anzahl Summanden bei grossen x. Deshalb
verwendet man als Abschéitzung x. Das Verhiltnis zwischen der ersten Abschitzung von 1(x)

und x, der zweiten Abschitzung, ist

X

TR 2k XA 1k
k=1 E TE .
k=1

Alle Summanden mit k& > 1 werden gegen 0 streben und der erste Summand ist 1. Also kann

13Ein genauer Beweis kann in 10.2.2 nachgelesen werden
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man

P(z)
schreiben. Der Graph verdeutlicht diese Relation sehr eindriicklich!

100 -

40
20+~

20 40 60 80 100

Abbildung 2: Blau: ¥(x), Orange: ¢(z), Grin: z

4.3 Die Stirling-Formel

Um ((?:21))!2)! gegen unten abzuschitzen verwenden wir die Stirling-Formel. Nach [7] haben

n n
n n 1
27m<> <n!l < 27m<> elan,
e e

((722721))!2)! gegen unten abzuschiitzen. Man erhélt

wir fiir n > 0

Mit dieser Formel ist es Einfaches

(n+1)2 ) (D

n+1)2) (D
(s 1P )
’ n(n??) e12n2

Durch Logarithmieren der rechten Seite erhilt man °

Nenner
In(n4+ 1)+ (n+1)*2In(n + 1) — 11_ (In(n) + n%(21In(n) — 1) + 121”2) . 9)

Z#hler

"Es war mir leider nicht méglich den Graph fiir grossere z als 100 zu zeichnen, da alles zu einer Linie wurde.
15Es wird spéter noch ersichtlich, wieso dass logarithmiert wird.
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5 Abschluss der Beweisidee

Das Letzte das wir nun erledigen miissen um die Beweisidee abzuschliessen ist, die rechte

Seite von (6) abzuschétzen.

5.1 Umschreiben von (6)

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass es sinnvoll ist, logarithmierte Summen von Prim-
zahlen zu betrachten anstatt von Primzahlprodukten. Also miissen wir (6) logarithmieren.

Wichtig ist, dass aufgrund der Definition von 9(x)

ln< 11 pk><ln< 11 pk)z (I(x2) — F(z1))

r1<p<x2 T1<PST2

gilt. Aufgrund dessen erhalten wir durch Logarithmieren und oberes Abschétzen von (6)

Normalfall
g; (ﬁ((n+ 1)%/%) —ﬁ(m)+§h<ﬂ<m> _19< h 2”; 1>) )

Spezialfall

Nun ergibt sich ein anschaulicher Zusammenhang. Setzen wir £ = 1 und n = 3 so erhalten

wir fiir die Summe des Normalfalls'6
- 7 7
Z h19<h_1> — h19<h> =2((7) — (7/2)) + 3(¥(7/2) — 9 (7/3)) + 4(H(7/3) — H(7/4))
h=2
=29(7) + 9(7/2) + ¥(7/3).
Wollen wir nun den ganzen Summanden fiir ¥ = 1 berechnen, so ergibt sich
D(3%) — 9(7) + 29(7) + 9(7/2) +9(7/3) = 9(3%) + 9(7) +9(7/2) + 9(7/3).

Diese Umformungen sind fiir alle k& moglich. Wir konnen die Abschétzung also wie folgt

schreiben
3 (ﬁ((ﬂ/(w 12) +Z19< ¢ Q”h+1>>.
k=1 h=1

Nun sieht der Term bereits viel ordentlicher aus. Wir kénnen ihn jedoch noch weiter ver-
einfachen, was auch notig ist, um moglichst wenige Abschéitzungen verwenden zu miissen.

Betrachten wir die Summe aller 9({/(n + 1)?) fiir n = 3 so erhalten wir nach (8)

9(16) + 9(V16) + 9(V16) + 9(V16) = 1(16).

159(7/4) =0
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Dies ist eine starke Verbesserung des Resultats, da wir anstatt von (in diesem Fall 4) vielen
Abschétzungen von 9¥(x) einfach eine Abschitzung fiir ¢)(x) verwenden kénnen. Nun nehmen
wir ein beliebiges h und betrachten die Summe aller moglichen Normalfille fiir n = 5. Wir

erhalten nach (8)

0(1}3>+19< 1}11)+19<3 1}3)+19<4 hl>+-~~=w(1hl)-

Fiir jedes mogliche h kénnen wir also anstatt einer grossen Anzahl von ¥(z) ein ¢ (x) ver-

wenden. Wir erhalten fiir die obere Abschéitzung

ol + 1)+ 30 () i+ 1+ o u (). (10)
h=1 h=1

Auf der rechten Seite wurde eine obere Grenze hinzugefiigt, damit der Term im néchsten

Schritt besser abschitzbar ist. Da die Summe bis 2 gebildet werden muss, muss die obere

Grenze die grosste Zahl sein, welche Zn,j L > 2 erfiillt, was von n erfiillt wird.

5.2 Obere Schranke fiir Abschitzung

In diesem Kapitel wollen wir die obere Abschétzung final abschitzen. Wir haben nach [8] fiir

x > 0 die folgenden Abschitzungen!”

P(z) — I(z) < 1.00007/z 4+ 1.78 Yz = f(x)
¥(x) < 1.000081z + 1.00007v/z + 1.78¢/7 = g(x).

Nun beachten wir, dass wir beim Spezialfall ¥((n + 1)2) — 9¥(n?) subtrahieren werden um
einen indirekten Beweis zu erlauben. Wir kénnen folglich ((n + 1)?) durch (¢((n + 1)?) —
I((n+1)?)) +9(n?) ersetzen um die Primzahlen zwischen (n + 1) und n? zu entfernen. Dies
ermoglicht eine Nutzung der Abschétzung f(z) jedoch besitzten wir noch keine Abschéitzung
um 9(n?) abzuschitzen. Aufgrund des Satzes iiber Primzahlen im letzten Kapitel wissen wir,
dass Abschétzungen fiir grosse x immer wie besser werden, weshalb wir eine Abschitzung

2

verwenden wollen, welche erst fiir 22 > 10'® giiltig ist, da wir wissen, dass die Legendre

Vermutung fiir alle < 10? wahr ist. Fiir z > 7.8 - 10° haben wir aus [8]

x

J(z) <z + O.Olln2(:c) = h(x).

'"Die Abschétzung fiir ¢(z) steht nicht direkt im Paper. Im Beweis zu Lemma 3.3 wird jedoch eine
Abschétzung von J(z) erwihnt, welche fiir die Abschitzung von 1 (z) verwendet wurde.
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Mithilfe dieser Abschéitzungen ist (10) immer kleiner als

n

((n+1)2 +Z <2”+1> + h(n?). (11)

(2n+l)

Hier stehen wir vor dem Problem, eine diskrete Summe abzuschitzen. Da g bei stei-

gendem h monoton sinkt gilt fiir'® h € IN,h > 1,

2n+1 h 2n+1
dk.
() < ()

Die Summe kann also mit

" on+1 o on 41
Zg nt <g(2n+1)+/ g nt dh
h 1 h

h=1

abgeschéitzt werden. Dabei muss der erste Summand spezifisch angegeben werden, da das

Integral sonst divergiert (da man eine reziproke Funktion von 0 bis 1 integrieren wiirde).

5.3 Vergleich der Abschitzungen

Nun konnen wir die beiden Abschéitzungen (9) und (11) vergleichen. Berechnen wir die Diffe-
renz der beiden Abschiitzungen fiir n = 10° so erhilt man ~ 10'8. Die Abschitzung mithilfe
von Primzahlfunktionen ist also immer noch grosser als die Abschétzung durch die Stirling-
Formel und zwar signifikant.

Nun stellt sich die Frage, ob der Fehler durch die Abschéitzungen selbst oder die Art des
Abschétzens verursacht wurde. Ich kann hier keine detaillierte mathematische Begriindung
geben, es erscheint mir jedoch verniinftig zu vermuten, dass der Fehler durch die Art des
Abschétzens verursacht wurde und nicht durch die Abschétzungen aus [8]. Kénnte man zeigen,
dass der Fehler > 9(n?), dann wiirde der Beweis funktionieren. Weiter ist es so, dass die
Ungleichung vom Anfang davon ausgeht, dass jede Primzahl mindestens einmal vorkommt.

Dies ist jedoch nicht wahr, wie man zeigen kann'®.

6 Beweis der Ramanujan-Primzahlen

6.1 Existenzbewelis

Zuerst muss die Existenz bewiesen werden. Es sei R,, die n-te Ramanujan-Primzahl. Fiir jede
Zahl v > R, gilt
m(y) = 7(v/2) = n

8Fiir h = 1 konvergiert das Integral nicht.
1980 kénnen zum Beispiel keine Primzahlen vom Intervall [n?, (n + 1)?/2] vorkommen
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Abbildung 3: Fehler der Abschitzung

Wir miissen also beweisen, dass es Zahlen gibt, die diese Eigenschaft erfiillen. Wir nehmen
an es gibt ein f(x), sodass f(z) > m(z) — 7w(z/2) und f’(z) > 0. Wir wissen dann, dass fiir
jedes x > xg

m(x) = m(x/2) = f(z) = () — n(x/2) = f(z0)

gilt. Dies folgt aus der Bedingung, dass f’(x) > 0. Die Funktion kann nur steigen, also miissen
alle Intervalle mit > z( die obige Bedingung erfiillen. Weiter muss f(x) > 0 gelten, da es
sonst keine Primzahlen gibt. Divergiert f(x) im Unendlichen, so gibt es unendlich viele x,
denn es gibt unendlich viele (natiirliche) z welche wir als untere Grenze verwenden koénnen.
Existiert also ein solches f(x), dann existieren auch Ramanujan-Primzahlen.

Es ist noch anzumerken, dass im Folgenden das Intervall [n, 2n] betrachtet wird. Ein Be-
weis der Ramanujan-Primzahlen fiir diese Intervalle ist dassselbe wie ein Beweis der “echten”
Ramanujan-Primzahlen, da die selben Intervalle betrachtet werden, nur anders notiert.

Aus dem Beweis von Erdos weiss man, dass
A7 < (2n) \/27143 H D

2n
n<p<2n

gilt. Im Beweis wurden nur das Produkt der Primzahlen weggelassen und so ein Widerspruch
hervorgerufen. Beachtet man jedoch das Produkt der Primzahlen, so ergibt die Ungleichung

sehr wohl Sinn. Durch umformen und logarithmieren erhalten wir (man ersetze n durch z
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damit es differenzierbar wird)

¥(2z)—3(x)
i
§1H(4)—1n(2x)-(1+\/%)< > In(p).
r<p<2x

Wir kénnen also wie bereits in 4.2.4 erwéhnt durch In(2x) divideren um eine Absachétzung

der Primzahlanzahl zu erhalten. Man erhéilt

2 1n(4) — In(2z) - (1 + V2z)
In(2x)

< < w(2z) — 7(x).

2|E
w/\
8IS

N—

r<p<L2x

Wir miissen also nur noch zeigen, dass die linke Seite immer steigt und > 0 ist. Berechnungen
zeigen, dass dies erfiillt ist, wenn x > 500. Weitere Berechnungen zeigen, dass die linke Seite
divergiert?®. Wir haben also auch gezeigt, dass es unendlich viele Ramanujan-Primzahlen

gibt.

6.2 Minimalitiatsprinzip

Nun haben wir gezeigt, dass Zahlen existieren, sodass die Bedingung der Ramanujan-Primzahlen
erfiillt ist. Wir haben aber noch nicht gezeigt, dass es immer Primzahlen sein miissen.?! Im
folgenden nehme man an + sei eine Ramanujan-Zahl aus der Abschétzung und p sei die grosste

Primzahl, welche p < v erfiillt. Zwischen p und ~ gibt es also keine Primzahl, deshalb gilt

m(v) — m(v/2) = w(p) — n(v/2) < 7(p) — 7(p/2).

Alle Intervalle zwischen + und p besitzen also mehr oder gleich viele Primzahlen wie das In-
tervall von ~y, also muss p die erste Zahl sein mit der Anzahl Primzahlen wie in 7. Ramanujan-

Primzahlen miissen also Primzahlen sein. O

7 Fazit

Es war mir, wie erwartet, nicht mdéglich die Legendresche Vermutung zu 16sen. Dafiir gibt
es meiner Meinung nach mehrere Griinde. Die im Text verwendeten Abschitzungen aus [8]
werden mithilfe der nicht-trivialen Nullstellen der Riemannschen Zeta-Funktion hergeleitet.
Diese Nullstellen sind durch komplexe Analysis niitzlich geworden, man sieht sie zum Beispiel
in expliziten Formeln fiir Primzahlfunktionen, welchen kein Fehlerterm mehr angehéngt ist.
In der Zeit, in der ich mich mit der Thematik der Primzahlen und der Beweisidee zur Legen-

dreschen Vermutung auseinandergesetzt habe, war es mir nicht méglich, komplexe Analysis

20Siehe fiir diese 2 Behauptungen 10.2.3.
2'Wir wechseln wieder auf das Intervall [n,n/2]
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zu lernen, dies war auch nicht Ziel der Arbeit. Vielmehr war das Ziel, eine Beweisidee zu
erreichen, welche verstdndlich und trotzdem gut ist. Ich denke, dass ich diese Ziele erreicht

habe und sehr viel beim Schreiben der Arbeit erlernt habe.
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10 Anhang

10.1 Begriffserklidrungen

Hier sollten die wichtigsten Begriffe, welche nicht im normalen Schulunterricht behandelt wer-
den, erklért werden. In diesen Kapiteln wurde auch sehr auf Verstdndlichkeit und Einfachheit

geachtet.

10.1.1 Induktion

Induktion ist ein oft verwendetes Beweisverfahren in der Mathematik. Das Vorgehen bei einer
Induktion ist relativ simpel.

Als Beispiehl nehmen wir die Gaus’sche Summenformel

fjk: nttn
5
k=1

Die Induktion besteht dabei aus zwei Schritten. Man muss zeigen, dass wenn etwas fiir n
wahr ist, dann ist es auch fiir n + 1 wahr. Aus dieser Logik heraus folgt, dass dies auch fiir
n + 2 wahr sein muss, da es fiir n + 1 wahr ist. Also ist es dann auch fiir n + 3 wahr und so
weiter.

Nun wenden wir dieses Prinzip auf die Gaus’sche Summenformel an. Dabei nehmen wir

an, dass die Summenformel fiir n richtig ist, also

Summenformel fiir n Summenformel fiir n+1
—_—— A
n?+n (n+1)2+n+1
5 +n+1 = 5 .

Summenformel, welche bestimmt richtig ist

Die linke Seite der Gleichung ist bestimmt richtig, da wir annehmen, dass die Summenformel
fiir n richtig ist und wir nur noch n + 1 dazuaddieren miissen, um die néchste Summe zu
erhalten. Die rechte Seite ist das was zu zeigen ist, ndmlich die Summenformel fiir n 4 1. Die
Frage die sich nun stellt ist, was die Folge wére, wenn die obige Gleichung wahr ist. Da wir
annehmen, dass die Summenformel fiir n gilt, kénnen wir dann sagen: gilt die Summenformel
fiir n, dann gilt sie auch fiir n + 1. Gilt sie dann fiir n + 1 so gilt sie auch fiir n 4+ 2 und so
weiter. Also gilt die Formel fiir alle Zahlen.??

Nun muss nur noch der zweite Schritt erledigt werden, ndmlich der Induktionsanfang.
Nun ist es wichtig, dass wir die Formel fiir das erste Element der Menge beweisen, denn sonst
kann das Prinzip nicht weitergefiihrt werden. Deshalb muss man auch immer zeigen, dass die

Annahme fiir das erste Element, ab welcher sie gilt, wahr ist.

%2Die Umformung der Induktionsgleichung wird dem Leser iiberlassen.
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Fiir unsere Summenformel bedeutet dies

-——==

1 1.

Daraus folgt nun direkt, dass die Gaus’sche Summenformel stimmen muss, da das obige
Prinzip angewendet werden kann. O
Anmerkung: Das Viereck meint, dass ein Beweis abgeschlossen ist (es wird auch q.e.d.

verwendet).

10.1.2 Indirekter Beweis

Wiederum ein wichtiges Beweisverfahren der Mathematik. Dabei nimmt man an, eine Aussage
A ist richtig.?®> Aus der Richtigkeit von A schliesst man dann auf eine andere Aussage B,
welche jedoch falsch ist. Also kann A nicht richtig sein, denn wir haben etwas Falsches aus A
gefolgert.

Als Beispiel nehme man hier den Beweis der Irrationalitit von v/2. Zur Erinnerung: eine
Zahl ist genau dann irrational, wenn man sie nicht als fertig gekiirzten Bruch g mit h,qg € IN
schreiben kann.

Im ersten Schritt nimmt man nun an, dass v/2 rational ist, also als Bruch geschrieben

werden kann, also

h
V2 =-—.
q
Quadriert man beide Seiten erhihlt man
h2
q

Dies kann jedoch nicht stimmen, da jede Quadratzahl nur eine gerade Anzahl Primfaktoren
haben kann. Als Beispiel nehme man 360 = 23 - 32. 5. Betrachtet man nun 3602 = 26 .34 .52,
so fallt auf, dass alle Primpotenzen mit 2 multipliziert wurden, also gerade sind. Dies gilt fiir
jede Zahl also auch fiir h? und ¢?. Dividiert man zwei Zahlen, so werden die Primpotenzen
immer subtrahiert. Gerade minus Gerade gibt jedoch wieder Gerade, also miisste Z—j auch

eine Quadratzahl sein. 2 ist jedoch keine Quadratzahl. Unsere Annahme, dass /2 rational

ist, muss deshalb falsch sein, also muss v/2 irrational sein. O

10.1.3 Umgang mit Ungleichungen

Dieses Kapitel ist an und fiir sich nicht n6tig, jedoch ist es eine Hilfe im Bezug auf die vielen

Ungleichungen welche im Text vorkommen.

Z8Man kann in der Logik Aussagen mit Buchstaben symbolisieren
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Erstens soll auf den Unterschied zwischen <, > und <, > eingegangen werden im Kontext
von natiirlichen Zahlen. Man nehme an man hat eine natiirliche Zahl n. Gilt fiir diese Zahl
n < 5. Aus dieser Ungleichung folgt n < 4, da n natiirlich sein muss. Ein sehr wichtiges
Konzept, welches fiir das Abschétzen der Primfaktorzerlegung des Binomialkoeffizienten (277)
verwendet wird.

Als néchstes soll auf Termumformungen eingegangen werden. Einige Termumformungen
bewirken die Umkehrung des Ungleichheitszeichens, so zum Beispiel die Multiplikation mit
-1. Formt man die Ungleichung 5 > 3 so um, erhélt man —5 < —3, was offensichtlicherweise
korrekt ist (man beachte hierbei den Zahlenstrahl und wo sich die zwei Zahlen befinden).
Eine andere solche Termumformung ist ~' rechnen. Wir nehmen wieder dasselbe Beispiel
und erhalten 1/5 < 1/3 oder 0.2 < 0.333... Wiederum zeigt sich, dass dies wahr ist.

Zu diesen speziellen Termumformungen noch ein Kommentar. Jede Termumformung kann
man als eine Funktion auffassen, man nenne sie f(x). Ist zum Beispiel die Multiplikation mit
—1 die Termumformung dann ist f(z) = —z. Will man nun diese Termumformung anwenden
so gilt &1 > xa = f(21) < f(x2); 21,22 € R. Dies ist eine Folge davon, dass f'(z) < 0. Jede
Termumformung, welche f/(z) < 0 erfiillt, wird eine Umkehrung des Ungleichheitszeichens
hervorrufen. Der Beweis dazu wird dem Leser iiberlassen, ist jedoch mit einfacher Analysis
durchfithrbar. Weiter wird dem Leser auch angeraten, sich Gedanken dariiber zu machen,

welche f(z) als Termumformung in einer Ungleichung Sinn machen.

10.1.4 Abschitzungen

Abschéatzungen spielen eine wichtige Rolle in der Mathematik um schwierige Formeln um ein
Vielfaches zu vereinfachen und somit zum Beispiel Analysis auf ein Problem anwenden zu
konnen. Wichtig fiir Abschétzungen ist es oftmals, dass der Fehler, den sie besitzen, zum
Term welchen sie abschitzen, moglichst klein ist. Diese Abschétzungen sind deshalb oftmals
nicht einfach zu erhalten.

Eine obere Abschitzung ist eine Abschitzung, welche grosser ist als der zu abschétzende

Term. Méchte man also ein f(x) abschétzen, so muss fiir eine obere Abschitzung g(x)

g(x) = f(z)

gelten. Untere Abschétzungen sind dasselbe, nur dass sie kleiner sind als der zu abschétzende

Term.

10.1.5 Abschitzungen durch Integrale

Oftmals will man Summen abschéitzen ohne dass man eine Summenformel besitzt. Ein Weg

dies zu tun ist durch Integration der Summanden.
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Dies ist am besten erkliarbar durch ein Beispiel. Wir moéchten die harmonische Reihe gegen

oben abschitzen. Das n-te Element der harmonischen Reihe ist
n
1
a, = —.
n Z k
k=1

In einem ersten Schritt wollen wir einen Summanden durch einen Integralausdruck ersetzen.

Dabei miissen wir aufpassen, was abgeschéitzt wird. In diesem Fall wissen wir, dass

1 /’f 1 /’f 1
— Zdx < —dk
ko Jr1k k-1 k

gilt. Man beachte den Wechsel der Integrationsgrenzen und des Differentials (dz wird zu dk).
Die untere Grenze ist k£ — 1, da die Funktion monoton sinkt. Wir bilden mit dem Integral,
welches zur Abschitzung dient, die Summe von ﬁ bis % und da k—il > % gilt, muss das

Integral eine obere Abschitzung sein. Wir kénnen die harmonische Reihe nun abschitzen mit

"1 ko nq
a ;k< —i—kzz/klxx —1—/1963: + In(n)

10.2 Erlauterungen
10.2.1 Zum Beweis von Erdods

Es reicht aus zu zeigen, dass fiir n > 467

n
i > (2n)\/2n4§n
2n

gilt. Diese Ungleichung, erweitert auf R, ist dquivalent zu

437
- >1
(zw)\/Zz—i-l

eh‘%x—ln@:v)(\/%:—&-l) >1

In 4
%x — In(22)(v2z + 1) > 0.

Fiir x = 468 ergibt die linke Seite = 0.1071 erfiillt also die Gleichung. Folglich ist es ausrei-
chend zu zeigen, dass die Ableitung der linken Seite fiir x > 468 positiv ist. Die Gleichung

formt sich um zu
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Wiederum berechnen wir die linke Seite fiir x = 468 und erhalten ~ 0.1710. Wir konnen nun

durch Ableiten eine neue dquivalente Ungleichung erhalten, namlich

V2zxIn(2z) +4 > 0.
42

Somit ist die Aussage bewiesen, da diese Ungleichung fiir alle = offensichtlich wahr ist.

10.2.2 Zur Abschitzung von v (z)

Es soll noch gezeigt werden, dass

==
e

Zﬂ(x )mZx

k=1 k=1

lim (Ei’;l 79(95}“))

gilt. Wir werden dazu

T—r+00 1

D opey TH

gegen oben und unten abschétzen.

) Erfoo k:oi (fU; ) < lim e V(@)
Zk:l Tk T—+00 xX

Wir wissen, dass

fir k > 1 existieren muss. Mithilfe des Grenzwertsitze erhélt man

. © 9@r)) o= . [daF)
k=1 _
xkffoo< : ) Zzﬁanm( :
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gilt,daz < > 22, ok, Es sei bemerkt, dass ¥(z) « z gilt weshalb der Grenzwert lim,_, 1 oo Hzk)

T

1
k
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Diese Ungleichung gilt, da fir > 72, 19(1:%) > 0. Es sei angemerkt, dass man die Grenz-
wertséitze anwenden kann, da die obere Abschétzung besagt, dass dieser Grenzwert bestimmt

existiert. Mithilfe der Grenzwerte erhilt man

lim M = lim L:c) - lim r
ot \ Y2k ) e \ 300 k) e oo \ (a)

Somit gilt

1
Dies ist dquivalent zu limg_, | o (W) =1 oder

Pk wk
s 1 A
g 19(1;%) A g xk
k=1 k=1

10.2.3 Zum Beweis der Ramanujan-Primzahlen

Zuerst soll die Divergenz von

xIn(4)
3In(2z) L=V

bewiesen werden. Dazu soll zuerst gezeigt werden, dass

\25 >3- In(2z)

gilt. Dies ist wahr wenn

\f ~3.1n(22) > 0.
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Fiir x = 2700 ist die linke Seite ~ 0.1983. Somit kénnen wir durch Ableiten eine neue

Ungleichung erhalten, ndmlich

1
12/

E(-3)e

>0

8]
SHE

Die Ableitung ist fiir = > 122 folglich positiv, woraus die urspriingliche Ungleichung Fiir

x > 2700 folgt. Aufgrund dieser wissen wir nun, dass fiir x > 2/700

x1n(4) x1n(4)
31n(233)_1_\/%> —1-Vae

5

gilt. Umformen der rechten Seite ergibt

(2In(4) — V2)y/z — 1.

z1n(4)
31n(2z)

Da 21n(4) —v/2 ~ 1.3584 gilt, muss der Term divergieren. Somit muss auch der Term
1 — /2 divergieren womit die erste zu beweisende Aussage bewiesen ist.
Es ist noch zu beweisen, dass die erste Ableitung > 0 erfiillt fiir x > 500. Es muss also
gezeigt werden, dass
In(4) W4 1 50
3In(2r) 3In*(2z) V2r

gilt. Setzt man k = In(2z) so wird die Ungleichung zu

In(4) ln(4) —0.5k
— 05k > .
3k 3k ¢ 20

Kann man zeigen, dass die Ungleichung fiir & > 6.9078 ~ In(2 - 500) wahr ist, so ist sie die

Ungleichung fiir > 500 wahr. Formt man die rechte Seite um erhélt man

In(4) 1 —osk_ n(4) (k-1 —0.5k
1— =) 08k - X272 ) 05k
3k < k:> c 3k \ k& ¢

In(4)5 0.5k
3k k

Folglich ist

fiir £ > 6 bestimmt kleiner als die erste Ableitung. Fiir & = 6.90 ergibt diese Abschétzung
~ 0.01678 ist also positiv. Da der Summand quadratisch und der Minuend exponentiell

wéchst, wird dieser Term positiv bleiben. Somit ist das Problem gelost.
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