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1 Einleitung

Meine Maturitétsarbeit im Fach Mathematik zu schreiben, habe ich als gute
Gelegenheit gesehen, mich iiber einen ldngeren Zeitraum in mein Lieblings-
fach vertiefen und dabei meine Kenntnisse erweitern zu kénnen. Dank der
Unterstiitzung von Herrn Biirgisser, meinem Betreuer, habe ich mich schlies-
slich fiir das Thema ,magische Quadrate entschieden. Besonders interessant
an dieser Aufgabe finde ich ihre Anschaulichkeit, da man, neben den theo-
retischen Uberlegungen, Herleitungen und Beweisen, die Ergebnisse direkt
an Beispielen anwenden und somit auch selber magische Quadrate erstellen
kann.

Magische Quadrate faszinieren die Menschheit bereits seit mehreren tausend
Jahren. In dieser Arbeit untersuche ich mithilfe der Algebra magische Qua-
drate und befasse mich mit Bedingungen, unter welchen diese zustande kom-
men.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Biirgisser, da er mich nicht nur bei der
Themenwahl, sondern auch wéhrend des ganzen Arbeitsprozesses sehr un-
terstiitzt und sich immer Zeit fiir meine Fragen genommen hat. Zudem danke
ich meiner Familie, dass sie mich immer ermutigt und bestarkt hat.



2 Magische Quadrate

2.1 Definition

Ein magisches Quadrat n-ter Ordnung ist eine quadratische Zahlenanord-
nung, in welcher die natiirlichen Zahlen von 1 bis n? so angeordnet sind,
dass die Summe der Zahlen in jeder Zeile, jeder Spalte und den beiden
Diagonalen gleich gross ist. Diese konstante Summe heisst magische Zahl.

Beispiel:

8 |2211 | 5 |19 | =65

11209 23|12 =65

24 13| 2 |16 |10 | =65

17| 6 25|14 3 | 65
15/ 4 |18 7 |21 | =65
VoLl L g
2 2 2 2 2

In diesem Beispiel handelt es sich um ein magisches Quadrat 5. Ordnung mit
der magischen Zahl 65.

2.2 Berechnung der magischen Zahl

1
magische Zahl = o xglw = =

Da das magische Quadrat n Zeilen und n Spalten hat, welche alle diesel-
be Summe besitzen, muss die Summe aller Zahlen von 1 bis n? durch n
geteilt werden.

2.3 Literaturiibersicht

Es gibt unzéhlige Artikel, Biicher und Arbeiten, die sich mit magischen Qua-
draten auseinandersetzen. In vielen Arbeiten wie zum Beispiel den Artikeln
[13] und [6] wird dabei hauptsichlich deren historische Bedeutung themati-
siert.

Das sogenannte , Lo Shu‘~-Quadrat, ein magisches Quadrat 3. Ordnung, war
ein wichtiger Bestandteil der alten chinesischen Philosophie und Geogra-



phie. Die Zahlen wurden nach dem ,yin-yang*“-Konzept analysiert und den
fiinf Elementen, auf denen die Philosophie basierte, zugeordnet. Man glaub-
te, damit Vorhersagen machen zu kénnen und die Welt zu erkldren. Auch
im arabischen Raum hatten magische Quadrate einen wichtigen Stellenwert.
Dort wurden sie mit verschiedenen Planeten und Metallen in Verbindung
gesetzt und waren somit ein wichtiger Bestandteil der dortigen Astrologie.

Nebst den historischen Fakten bin ich bei meiner Recherche auch auf viele
Arbeiten gestossen, die die verschiedenen Herstellungsmethoden magischer
Quadrate genauer behandelt haben. Im Buch [10] wird unter anderem eine
Regel gezeigt, die aus dem alten Indien stammt und besagt, dass fiir magi-
sche Quadrate ungerader Ordnung gilt, dass man die erste Zahl im mittleren
Feld der obersten Zeile platziert und dann die Zahlen der Reihe nach dia-
gonal einfiillen kann. Wenn man auf ein bereits besetztes Feld stosst, kann
man einfach eine Zeile weiter unten fortfahren. Diese Regel werde ich in mei-
ner Arbeit im Kapitel 14. genauer analysieren. Ausserdem wird im Artikel
[9] die sogenannte ,Knight’s move method*“ erkldrt, die Quadrate ungerader
Ordnung magisch werden ldsst. Diese Methode werde ich im Abschnitt 15.2
fiir den Fall 3 1 n untersuchen und verallgemeinern.



3 Grundlagen

3.1 Bezeichnungen

Folgende Bezeichnungen gelten:

N = Menge der natiirlichen Zahlen = {1,2,3,...}
No = Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null = {0,1,2,3,...}
Z = Menge der ganzen Zahlen = {...,—2,—-1,0,1,2,...}

Wenn u € Z ein Teiler von v € Z ist, wird es folgendermassen geschrieben: u|v
n ist eine natiirliche Zahl.

Z/nZ = Menge der Restklassen von Z modulo n = {0,1,2,....,n — 1}

Die Restklasse modulo n der Zahl r € Z wird mit r bezeichnet und ist eine
unendliche Menge von ganzen Zahlen: r = {r 4 tn|t € Z} . Dabei ist | aus
der Notation der Mengenlehre.

Als Reprisentant bezeichnet man ein Element einer Restklasse. Dabei sind
die Standardreprasentanten von Z/nZ = 0,1,2,...,n — 1.

a =bin Z/nZ genau dann, wenn nla — b

ggT(a,n) ist der grosste gemeinsame Teiler von a € Z und n, wobei das
Ergebnis eine natiirliche Zahl ist.
Zur Erinnerung: ggT(1,n) = 1,ggT(0,n) =n

3.2 Algebraische Strukturen [7], [8], [12], [13]

Eine algebraische Struktur besteht aus einer Menge und einer oder mehreren
Verkniipfungen auf dieser Menge. Eine solche Struktur wird folgendermassen
dargestellt:

(M;o)
7N
Menge Verkniipfung

Beispiele:



(N;++) — Menge = Menge der natiirlichen Zahlen, Verkniipfung = Addi-
tion

(Z; -) — Menge = Menge der ganzen Zahlen, Verkniipfung = Multipli-
kation

3.2.1 Gruppe

Eine algebraische Struktur (G ; o) ist eine Gruppe, wenn sie folgende Bedin-
gungen, die Gruppenaxiome, erfiillt:

(Ab)  Abgeschlossenheit:  Die Menge G ist beziiglich o abgeschlossen.
Fiir alle a,b € G gilt: aob e G

(Ass)  Assoziativitét: Die Operation o ist assoziativ. Fiir alle
a,b,c € G gilt also: ao (boc) = (aob)oec.

(Neu) Neutrales Element: In G gibt es beziiglich o ein neutrales Ele-
ment. Es existiert also ein e € G fiir das gilt:
ace=a=eoaqa

(Inv)  Inverse: Jedes Element aus G besitzt ein Inverses. Zu
jedem a € G existiert ein a=' € G, sodass

1

aca ' =e=a"loa gilt.

Falls fiir eine Gruppe zuséatzlich das Kommutativgesetz (Komm) gilt, nennt
man sie eine kommutative oder eine abelsche Gruppe. (Falls fiir alle a,b €
Ggiltaob=boa).

Beispiel: Handelt es sich bei der folgenden algebraischen Struktur um eine
Gruppe oder sogar um eine abelsche Gruppe?
(Z;+)

(Ab) Bei der Addition von ganzen Zahlen ist das Ergebnis wieder eine
ganze Zahl. Beispiele: 3 + (—10) = —7,174+ 94 (—6) = 20

(Ass) Die Addition ist in Bezug auf Z assoziativ. Beispiel: 8 + ((—5) +
3) =8+ (-5)+3=6

(Neu) 0 ist das neutrale Element fiir alle a € Z, daa+0=a=0+a
gilt. Beispiele: 13+ 0 =13,0+ (—5) = =5

(Inv) Jedes Element aus Z besitzt beziiglich der Addition ein Inverses
a~! € Z. In diesem Fall ist a=! = —a, da a + (—a) = 0 gilt.
Beispiele: 4 + (—4) =0, (—18) +18 =0

(Komm) Das Kommutativgesetz der Addition gilt beziiglich der Menge Z.
Beispiele: 6 + (—4) = (—4) +6 =2,14 4 (=9) = (—9) + 14 = 5.

Die algebraische Struktur (Z;+) erfiillt alle Gruppenaxiome und entspricht
zusétzlich dem Kommutativgesetz. Daher handelt es sich um eine abelsche
Gruppe.



3.2.2 Halbgruppe

Eine algebraische Struktur (G ; o) ist eine Halbgruppe, wenn die beiden
Gruppenaxiome ,, Abgeschlossenheit” und ,,Assoziativitat” erfiillt sind (siehe
Kapitel 3.2.1). Ist zusétzlich ein neutrales Element fiir alle a € G vorhanden,
heisst die algebraische Struktur Halbgruppe mit neutralem Element. Falls
das Kommutativgesetz gilt, nennt man die Halbgruppe ebenfalls abelsch.

Beispiel:

(Z;-)

(Ab) Bei der Multiplikation von ganzen Zahlen ist das Ergebnis wieder
eine ganze Zahl.
Beispiele: 5-7=35,6-2-4 =48

(Ass) Die Multiplikation ist in Bezug auf Z assoziativ.
Beispiel: (3-5)-8=3-(5-8) = 120

(Neu) 1 ist das neutrale Element, da fiir allea € Za-1 =a = 1-a gilt.
Beispiele: 25-1=251-17=17

(Inv) Nicht jedes Element aus Z besitzt beziiglich der Multiplikation

ein Inverses a~! € Z. Beispielsweise miisste 3 das multiplikative

Inverse zu 5 sein, jedoch ist % ¢ Z.
(Komm) Das Kommutativgesetz der Multiplikation gilt beziiglich Z.
Beispiel: 11-6 =6-11 = 66

Es handelt sich um eine abelsche Halbgruppe mit neutralem Element.

3.2.3 Ring

Eine algebraische Struktur (R;o; <) heisst Ring, wenn folgende Axiome erfiillt
sind:

(1) (R;o) ist eine abelsche Gruppe.

(2) (R;o) ist eine Halbgruppe.

(3) ao(boc) =acboaocund (aob)oc = aocoboc gilt fir alle a,b,c € R
(Distributivgesetz)

Falls fir (R;0) das Kommutativgesetz gilt, nennt man die Struktur einen
abelschen Ring. Falls (R;¢) ein neutrales Element besitzt, ist es ein Ring mit
neutralem Element.



Beispiel:
(Z;+;)

(1) (Z;+) ist eine abelsche Gruppe (siehe Kapitel 3.2.1).

(2) (Z;-) ist eine abelsche Halbgruppe mit neutralem Element (siche Ka-
pitel 3.2.2).

(3) In diesem Fall gilt das Distributivgesetz.
Beispiele: 3- (6 +2)=3-6+3-2=24
(346)-2=3-246-2=18

(Z;+;-) ist also ein abelscher Ring mit neutralem Element.

3.2.4 Korper
Eine algebraische Struktur (Kj;o;¢) ist ein Korper, wenn folgende Axiome

erfillt sind:

(1) (Kj;o) ist eine abelsche Gruppe.

(2)  (K\{eq)};©) ist eine abelsche Gruppe. Hier ist die Menge K ohne das
neutrale Element aus (1).

(3) ao(boc) =aoboaocund (aob)oc = aocoboc gilt fir alle a, b, c € R
(Distributivgesetz)

3.3 Homomorphismus [1]

Ein Homomorphismus bezeichnet eine Abbildung zwischen zwei algebrai-
schen Strukturen. Dabei werden werden die Elemente der einen Menge so in
die andere Menge abgebildet, dass sich ihre Bilder strukturell gleich verhal-
ten.

3.3.1 Gruppenhomomorphismus|[15]

Es seien zwei Gruppen (G;o) und (H;¢). Die Abbildung f : G — H heisst
Homomorphismus, wenn fiir alle a,b € G gilt:

flaob) = f(a)o f(b)

Ausserdem gilt auch:

10



(Neu) f(eg) = ey neutrales Element wird auf neutrales Element abge-

bildet.

(Inv) Fiir alle a € G gilt f(a™!) = f(a)~! Inverses wird auf Inverses

abgebildet.

3.3.2 Ringhomomorphismus [16]

Der Ringhomomorphismus ist eine Abbildung, welche sowohl beziiglich der
abelschen Gruppen als auch beziiglich der Halbgruppen der beiden Ringe ein

Gruppenhomomorphismus ist.

Es seien die Ringe (R;0;0) und (S;); *). Wenn f : R — S ein Ringhomo-

morphismus ist, gilt fiir alle a,b € R:
fla-b) = f(a) @ f(b) und f(aob) = f(a)* f(b)

3.4 Bijektivitit [5]

Eine Funktion f mit der Definitionsmenge A, dem Wertebereich B und der

Wertemenge f(A) ist gegeben.

f heisst injektiv, wenn jedes y € B hiéchstens einmal
als Losung der Gleichung f(x) = y vorkommt. Daher
gilt fiir alle z, 2" € A:

v#2 — f(z) # f(@)

aquivalent dazu gilt auch:
fla) = f@') — v = o

f heisst surjektiv, wenn jedes y € B mindesten ein-
mal als Losung vorkommt. Also ist der Wertebereich
gleich wie die Wertemenge.

Schliesslich heisst f bijektiv, wenn sie sowohl injektiv
als auch surjektiv ist.

11

B=1(4)

B=f4)



4 Restklassenring

Es sei n > 2. Ein magisches Quadrat n-ter Ordnung besitzt pro Zeile und
pro Spalte n Felder. Da man bei der Berechnung der Felder leicht Ergebnisse
erhélt, welche grosser als n sind und daher neben dem Zahlenquadrat stehen
wiirden, rechnet man mit Restklassen, wodurch dieses Problem vermieden
wird. Man kann alle ganzen Zahlen anhand ihres Restes bei der Division
durch n einer Restklasse der Menge Z/nZ, die genau n Restklassen bein-
haltet (siehe Kapitel 3.1), zuordnen. Somit hat man den gewiinschten Effekt
erreicht, mit nur n verschiedenen Elementen zu rechnen.

4.1 Rechengesetze [2]
Die Addition und die Multiplikation sind folgendermassen definiert:

Definition 4.1. a+b=a+b

Uberlegung: a =d’ und b=V - a+b=d +V

Beweis.
a—a =tn

+ b—V =tan
a—a +b—V = (t1 +t2)n
a—a’+b—b’:(t1+t2)n | (t1+t2) €Z

a+b=d +V
O
Daher kann man definieren: a +b=a + b
Definition 4.2. a-b=a-b
Uberlegung: a =a’ und b=V - a-b=da -V
Beweis.
a=r1+tyn,a =r +tyn,b=ry+tyn,b =ry +tyn
a-b=(r1 +tan)(re +tyn) = 11719 + rityn + roten + tatyn?
a b= (7‘1 + ta/’rl)(rg + tb/n) =7r1ro + rityn + rotyn + ta/tb/n2
a-b=rire +n(rity + rotq + tatpn)
a b =rirg+ n(rltb/ + roty + ta/tb/’rl)
a-b=d -V
O

Daher kann man definieren: a-b=a-b

12



4.2 Restklassen und algebraische Strukturen
Ist (Z/nZ;+) eine Gruppe?

Fiir alle a,b, ¢ € Z gilt aufgrund der in Kapitel 4.1 beschriebenen Rechenge-
setze:

(Ab) a+ b= a+ b Die Summe ist wieder eine Restklasse.

(Ass) at(bt+c)=a+btc=a+(b+c)=(a+b+c=atbtc=
(a +b) + ¢ Somit gilt das Assoziativgesetz.

(Neu) 0 ist das neutrale Element, da fiir alle a € Z/nZ folgendes gilt:
a+0=a+0=a=04+a=0+a

(Inv) a+n—a=a+n—a=n=0=(nmn—-a)+a=n—a+a
Somit existiert fiir jedes a € Z/nZ ein Inverses —a und es gilt
—a=n—a=-a

(Komm) +b=a+b=b+a=>b+a Das Kommutativgesetz gilt fiir die

a
Addition beziiglich der Menge Z/nZ.

Alle Gruppenaxiome und auch das Kommutativgesetz werden eingehalten.
Somit handelt es sich bei (Z/nZ;+) um eine abelsche Gruppe.

Welcher algebraischen Struktur entspricht (Z/nZ;-)?

(Ab)
(Ass)

-b=a-b Die Losung ist wieder eine Restklasse.

(b-g)=a-bc=a-(b-c)=(a-b)-c=ab-c=(a"b)c
Somit gilt das Assoziativgesetz.

(Neu) 1 ist das neutrale Element, da fiir alle a € Z/nZ folgendes gilt:
a-l=a-l=a=1-a=1-a

(Inv) Fiir 0 € Z/nZ gibt es kein Inverses, daa-0 = a -0 = 0 # 1 ergibt.
Es gibt also nicht fiir alle Elemente aus Z/nZ ein Inverses und
somit ist diese Bedingung nicht erfiillt.

(Komm) a-b=a-b=2>b-a=>-a Das Kommutativgesetz gilt fiir die
Multiplikation beziiglich der Menge Z/nZ.

a
a

Da die Struktur (Z/nZ;-) nicht fir jedes Element ein Inverses besitzt, ist sie
eine abelsche Halbgruppe mit Neutralelement.

Aus den oberen beiden Erkenntnissen lésst sich fragen, ob (Z/nZ;+;-) den
Anforderungen eines Ringes (siehe Kapitel 3.1.4) entspricht.

13



(1) (Z/nZ;+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) (Z/nZ;-) ist eine abelsche Halbgruppe mit Neutralelement.
3) a-(b+c)=a-(b+c)=a-b+a-c=a-b+a-cund
(a+b)-c=(a+b)-c=a-ctb-c=a-c+b-c
Das Distributivgesetz gilt.

also ist (Z/nZ;+;-) ein abelscher Ring mit neutralem Element.

Behauptung: a —b=a —0

Beweis.
a—b=a+(-b)=a+-b=a+-b=a—-b O

Um zu subtrahieren, addiert man ein Element mit seinem Inversen beziiglich
der Addition. Da die Addition im Restklassenring erlaubt ist (siehe Kapitel
4.1), lasst sich so die Subtraktion definieren.

4.3 Invertierbarkeit [3], [11]

Im Gegensatz zur Addition, Multiplikation und Subtraktion (siehe Kapitel
4.1 und 4.2) ist die Division im Restklassenring nicht immer erlaubt. Statt-
dessen multipliziert man das Element mit seinem multiplikativen Inversen,
was denselben Effekt wie die Division hat. Wann besitzt aber a € Z/nZ ein
multiplikatives Inverses?

Lemma 4.1. Wenn a invertierbar ist, dann ist ggT(a,n) = 1.

Bewets.

a-z=1gilt, wennn | (a-z—1)

t-n=a-x—1 | —tn,+1
a-xr+n(—t)=1 | ggT(a,n) ausklammern

geT(a,n)(u-x+v-(—t))=1 | wobei u,v€Z

Daraus folgt: ggT(a,n) |1
Da 1 der einzige Teiler von 1 ist, ist diese Bedingung nur erfillt, wenn
ggT(a,n) =1 gilt. O

Lemma 4.2. Wenn ggT(a,n) = 1 ist, dann ist a invertierbar.

Beweis.

Man kann den ggT(a,n) = 1 als ganzzahlige Linearkombination darstellen:
z-a+y-n=1 wobelz,y€Z

r-a=1

14



Aus den beiden Lemmata lasst sich folgender Satz formulieren:
Satz 4.1. a ist genau dann invertierbar, wenn ggT(a,n) =1 ist.

Wenn es sich bei n um eine Primzahl handelt, besitzen alle Elemente aus
Z/nZ ausser 0 ein Inverses. Daher handelt es sich in diesem Fall um einen
Korper (siehe Kapitel 3.2.4).

15



5 Zuordnung der Zahlen zuden Feldern

Um spéter die Eigenschaften eines magischen Quadrates untersuchen zu kdn-
nen, wird zunéchst eine Formel gesucht, welche die Zuordnung der einzelnen
Zahlen in die verschiedenen Felder beschreibt.

5.1 Bezeichnungen

Bei allen berechnungen gelten folgende Bezeichnungen:

'jA
(n-1jn-1
5
5
N
=
) >
n €N
i = horizontale Koordinate, i € Ny
J = vertikale Koordinate, j € Ny
(i0 ] jo) = Anfangsfeld = Feld, in welches die Zahl 1 eingesetzt wird,
0<ip,jo<n-—1
Xij = Zahl, welche ins Feld (i | j) eingesetzt wird
a, = Schritt (— zeigt in welchem Feld die néchste Zahl eingesetzt

wird, wobei a zur ¢ Koordinate und b zur j Koordinate ad-
diert wird.), a € Z,b € Z,—n < a,b<n

s,t = Sprung (— zeigt in welchem Feld die nichste Zahl eingesetzt
wird, wenn das durch den Schritt definierte Feld bereits be-
setzt ist. Dabei wird s zur ¢ Koordinate und t zur j Koordi-
nate addiert.), s € Z,t € Z,—n < s,t <mn

5.2 X im n-er System

Damit man eine allgemeingiiltige Formel aufstellen kann, welche die Zuord-
nung einer Zahl X zum passenden Feld beschreibt, wird X vom Dezimal-
system ins m-er System umgeschrieben. Wenn X direkt {ibersetzt werden
wiirde, giibe es eine dreistellige Zahl, welche n? entspricht. Um dreistellige
Darstellungen im n-er System zu vermeiden, zieht man 1 von X ab und
tibersetzt X — 1. Somit bilden sich Zahlenpaare:
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p: X = (y,2)

y = ne-er Ziffer im n-er System (Ganzzahlquotient bei der Division von
X — 1 durch n.)
z = Einerziffer im n-er System (Rest bei der Division von X — 1 durch

o: [1,2,..,n%] —=[0,1,..,n—1] x[0,1,...,n — 1]

Definitionsmenge Wertebereich

Die y- und z-Werte gehen aufgrund des n-er Systems von 0 bis n — 1. Da-
her ist die kleinste einzusetzende Zahl 1 im n-er System als (0 0),, und die
grosste n? als (n — 1 n — 1), dargestellt. Also gilt X = yn + z + 1, wobei
0 <y,z <n-—1. Anhand dieser Formel kann man jedem X genau ein Zah-
lenpaar (y, z) zuordnen und umgekehrt.

Satz. Die Abbildung (y,z) — X ist bijektiv.
Behauptung: (y,z) # (¢v/,2') = X # X'

Beweis.

X=X

yn+z+1l=yn+2+1 |-1
yn+z=yn+ 2 | —y'n,—z

y—y)n=2 -z

Daraus folgt, dass 2’ — z ein Vielfaches von n ist. Da 0 < z,2' < n — 1 gilt,
ist das einzig mogliche Vielfache von n, welches das Ergebnis von 2’ — z sein
kann, 0.

Z—2=0 |4z

2=z

Daraus folgt:

Y —y=0 |+y

Y=y

Aufgrund der Injektivitét gibt es fiir n? verschiedene Elemente, welche man
fiir X einsetzt, auch n? verschiedene Ergebnisse. Alle n? Elemente des Wer-

tebereiches kommen also genau einmal vor, weshalb die Abbildung auch sur-
jektiv ist.

Somit ist gezeigt, dass ¢ in beide Richtungen eindeutig, also bijektiv, ist, da
die Abbildung sowohl injektiv als auch surjektiv ist. O
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5.3 Zahl-Feld Zuordnung

Anhand der Ubersetzung von X —1 ins n-er System lisst sich der Zusammen-
hang zwischen der einzusetzenden Zahl und dem dazugehorigen Feld leichter
beschreiben.

X = (y,2) —  (u,v) wobei u,v € Z/nZ

L= (0,0 = (io; Jo)

2 = (0,1) — (iota,jotb)

3 — (0,2 —  (ig + 2a, jo + 2b) n Zahlen

no = (On=1) — (io+m—1)ajo+(n—1)b)

Wie man sieht, lassen sich die Koordinaten der passenden Felder zu allen
Zahlen, deren y = 0 und z = beliebig sind, folgendermassen berechnen:
(y,2) = (u,v) = (io + za, jo + 2b)

Wenn man nun weiter Zahlen einsetzen mochte, muss man, um auf keine
bereits besetzten Felder zu stossen, den Sprung beriicksichtigen. Wenn man
nur mit dem Schritt weiterfahren wiirde, miisste man na zu iy beziehungs-
weise nb zu jp addieren. Da jedoch n im Restklassenring 0 entspricht, wiirde
wieder das Anfangsfeld definiert werden, welches jedoch bereits durch die
Zahl 1 besetzt ist.

X - (y,2) —  (u,v) wobei u,v € Z/nZ

n+1 — (1,0) — (ip+(n—1a+s,jo+(n—1)>b+1)

n+2 — (1,1) —  (lp+na+s,jo+nb+t)

n+3 — (1,2) — (io+(n+1a+s,jo+ (n+1)b+1) n Zahlen

2n = (ILn—=1) — (ip+(2n—2)a+ 8,50+ (2n —2)b+1)

Falls y = 1 und z = beliebig sind, ermittelt man die dazugehorigen Felder an-
hand dieser Berechnung: (y, z) — (u,v) = (ip + (z — 1)a+ s,jo + (z — 1)b+ t)

Auch hier muss wieder nach n Zahlen ein Sprung folgen, da man ansonsten
auf ein besetztes Feld stossen wiirde.
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X - (y,2) —  (u,v) wobei u,v € Z/nZ

m+1 — (2,0) (i + (2n — 2)a + 25, jo + (2n — 2)b + 2¢)
n+2 — (2,1) —  (io+ (2n—1)a+2s,jo + (2n — 1)b + 2t)
2n+3 — (2,2) — (o + 2na + 2s, jo + 2nb + 2t)

3n - (2,n—=1) — (io+ (Bn—3)a+2s,jo+ (3n—3)b+ 2t)

Die jeweiligen Felder der Zahlen, fiir welche y = 2 und z = beliebig gilt, kann

n Zahlen

man wie folgt berechnen: (y, z) — (u,v) = (ip + (2 — 2)a + 2s, jo + (2 — 2)b + 2t)

Auf diese Weise kann man fortfahren, bis man zu X = n? gelangt. Um je-
doch Formeln zu vermeiden, welche nur fiir n Zahlen giiltig sind, kann man
diese zu einer allgemeinen Formel zusammenfassen, welche fiir y = beliebig
und z = beliebig gilt.

n: (y,2) — (u,v)=(io+ (z—yla+ysjo+ (2 —yb+yt)

Um den Restklassen, die durch n entstehen, ein konkretes Feld zuteilen zu
kénnen, braucht es eine weitere bijektive Abbildung:

0: (u,v) — (i,7) =(Standardreprasentant von u, Standardreprésen-
tant von v), wobei 0 <i,j5 <n—1

Man betrachtet folgende Verkettung:

@ n 0
X - (y,2) — (w,v) - (4,7)
bijektiv bijektiv

5.4 Bijektivitat von 7

Auch fiir die Abbildung n muss die Bijektivitat gelten, da in jedem Feld des
magischen Quadrates jeweils nur eine Zahl vorkommen darf und umgekehrt
auch jede Zahl nur in einem spezifischen Feld stehen kann.

Lemma 5.1. Wenn ggT(at — bs,n) = 1 ist, dann gilt: y # vy — (u,v) #
(u',v')

Beweis.
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iot+(z—ylatys=io+ (2 —yaty's |—io,-(=b)
+ Jo+(z—yb+yt=jo+ (¢ =y )b+y't | —jo,:a
y(at — bs) = y'(at — bs) | -(at — bs)~1
y=y
y=y
Wegen 0 < g,y <n — 1 folgt aus y =y’ auch y =3/ O

Lemma 5.2. Wenn ggT(at — bs,n) = 1 ist, dann gilt: z # 2 — (u,v) #
(u',0)

Beweis.
Es gilt y = ¢/ (siehe Lemma 1)

o+ (z—ya+ys=io+ (2 —yla+ys | —ig,—ys,:t
+ Jot+(—ybtyt=jgo+ (" —yb+yt | —jo,—yt, (=5
(z —y)(at — bs) = (2 —y)(at — bs) | -(at — bs)~1
z—y=2—y | +y
z=2
z=2
Wegen 0 < 2,2’ <n —1 folgt aus z = 2’ auch 2z = 2/, O

Aus diesen beiden Lemmata lésst sich folgender Satz formulieren:

Satz. Wenn ggT(at.bs,n) =1 ist, ist die Abbildung n bijektiv.
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6 Zeilensumme

In einem magischen Quadrat werden alle Zahlen einer beliebigen Zeile ad-
diert, wobei jede Zeilensumme den gleichen Wert besitzen muss.
Wie man in diesem Quadrat erkennen kann, bleibt beim Addieren der Zah-

J
A

Zeile 4 —

Zeile 3 -

Zeile 2 —>

Zeile 1 —»

Zeile 0 — > |

len einer bestimmten Zeile der j—Wert der verschiedenen Felder konstant,
wahrend sich ¢ von Summand zu Summand unterscheidet.
6.1 Formel fiir y in Abhéingigkeit von i

Da i verdnderlich ist, muss eine Formel fiir y in Abhéngigkeit von i gesucht
werden, um das Verhalten von y bei einer Anderung von ¢ untersuchen zu
kénnen.

Voraussetzung: ggT(at — bs,n) = 1, gemiss Kapitel 4.3 folgt daraus, dass
at — bs invertierbar ist.

i=1i0+ (z —y)a+ys

|-
+ j=jo+(z—yb+uyt | -a
—bi + aj = —bip + ajo + y(at — bs) | +bio, —ajo
y(at —bs) = a(j — jo) — b(i — ip) | -(at —bs)™*

y = [a(j — jo) — b(i —i0)] - (at —bs) ™

6.2 Formel fiir 2 in Abhéngigkeit von ¢
Voraussetzung: ggT(at — bs,n) =1

i=1i9+y(s—a)+za
= jo+y(t—0)+ zb

Jr
RS

|

|
i(t—b) —j(s —a) =io(t = b) — jo(s — a) + z(at —bs) | —ip(t = b), +jo(s — a)
t—b)(i —io) — (s —a)(j — jo) = z(at — bs) |
= [(t = b)(i —i0) — (s — a)(j — jo)] - (at — bs)~"

—~ =

[
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6.3 Injektivitit von y und 2z

Wie verhalten sich y und z, welche nun beide in Abhéngigkeit von i stehen,
wenn sich 7 dndert, was bei der Addition der Zeilenzahlen der Fall ist?

Satz 6.1. Wenn ggT(b,n) = 1 ist, dann ist die Abbildung i — y injektiv.

Bewezs
y=y | -(at = bs)

a(j — jo) = b(i —io) = a(j — jo) — b(i" — o)
aj — ajo — bi + big = aj — ajo — bi’ + big | —aj, +ajo, —big,(—1)
bi=bi | -(b)~! (siehe Kapitel 4.3)
1=1

O

Satz 6.2. Wenn ggT(b—t,n) =1 ist, dann ist die Abbildung i — z injektiv.

Beweis.

=2 | -(at — bs)
(t=0)(i —io) — (s —a)(j —jo) = (t = b)(&' —ido) — (s —a)(j —jo) |+(s—a)(j—Jo)
(t =b)(i —ig = (t = b)(i' — o) |(t=0)""

i—ig =14 —1ig | +ig

=1

6.4 Zeilensumme

Aus dem Satz 6.1 und dem Satz 6.2 folgt, dass bei den Zahlen X, die in den
Feldern einer Zeile stehen, alle Zahlen von 0 bis n — 1 genau einmal sowohl
als y— als auch als z—Wert vorkommen. Da eine einzelne Zahl im Zahlen-
quadrat als X = yn + z 4+ 1 definiert ist, lasst sich die Summe aller Zahlen
in einer Zeile folgendermassen berechnen:

n—1 n—1 n—1 n—1
Yymt Y ztn=n-} y+y z+n
y=0 z=0

y=0 2=0
 (n—=1n (n—-1)n
=n e e
nd—n?4n?-n+2n
B 2
3 2 1
- ;n:”("; ) _ magische Zahl

6.5 Zusammenfassung

Wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind, entspricht die Summe aller
Zahlen einer beliebigen Zeile der magischen Zahl. Dabei kann das Anfangs-
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feld (ip | jo), in das die 1 geschrieben wird, beliebig gewahlt werden.

gegT(at —bs) =1
ggT(b,n) =1
geT(b—t,n)=1

Beispiel:
511617 [23]|14|—>65
n=>5
a= 25|11 2 | 18] 9 | —>65
b=
5 — 20| 6 |22 13| 4 | >65
o t=3 15/ 1 17| 8 |24 |65
(i [ jo) = (L] 1)
102112 3 |19 |65
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7 Spaltensumme

Damit ein Zahlenquadrat als ,magisch* gilt, miissen nicht nur die Summen
jeder einzelnen Zeile der magischen Zahl entsprechen, sondern auch die der

Spalten.

< ( 9yeds
«— 1 9eds
«— 7 9eds
<« ¢ 9eds
<«  9)edS

~.
>

v

Anders als bei der Addition der Zeilenzahlen, bleiben die i—Werte in diesem
Fall konstant, wahrend sich die j—Werte in einer beliebigen Spalte von Feld
zu Feld unterscheiden.

7.1 Formel fiir y in Abhingigkeit von j

Eine Definition fir y in Abhéngigkeit von j wird gesucht, da j nun verin-
derlich ist.

Voraussetzung: ggT (at — bs,n) =1

y = la(j — jo) — b(i —ip)] - (at — bs)~* (siehe Kapitel 6.1)

7.2 Formel fiir 2 in Abhangigkeit von j

Auch fiir z ist eine Beschreibung in Abhéngigkeit von j gesucht.
Voraussetzung: ggT(at — bs,n) =1

z=[(t—b)(i—1ig) — (s —a)(j — jo)] - (at — bs)~! (siehe Kapitel 6.2)

7.3 Injektivitidt von y und z

Fiir das Berechnen der Summe der Spaltenzahlen stellt sich die Frage, wie
sich y und z veréindern bei einer Anderung des j—Wertes.
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Satz 7.1. Wenn ggT(a,n) =1 ist, dann ist die Abbildung j — y injektiv.

Beweis.

y=y | -(at — bs)
a(j — jo) = b(i —io) = a(j’ — jo) — b(i — o)

aj —ajo —bi+bi0 = aj’ —aj() —bi+b’i0 | +aj0,LM, —bio
aj = aj’ (@)~

O

Satz 7.2. Wenn ggT(a—s,n) = 1 ist, dann ist die Abbildung j — z injektiv.

Beweis.
z=2 | -(at —
(t—=b)(i—ig) —(s—a)(j—Jo) =t —=b)(i —ip) — (s —a)(j' —Jjo) |—(t—
—(s—a)(j —Jo=—(s—a)(§' — jo) |-(=1),-
J—Jo=3"—Jjo | +Jo
i=J

O

7.4 Spaltensumme

Aus dem Satz 7.1 und dem Satz 7.2 folgt, dass bei den Zahlen X, die in
den Feldern einer Spalte stehen, alle Zahlen von 0 bis n — 1 genau einmal
sowohl als y— als auch als z—Wert vorkommen. Da eine einzelne Zahl im
Zahlenquadrat als X = yn + z + 1 definiert ist, ldsst sich die Summe aller
Zahlen in einer Spalte folgendermassen berechnen:

n—1 n—1 n—1 n—1
Sy n+ > z+n=n-> y+ > z+n
y=0 z=0 y=0 z=0
(n—=1n (n—-1)n
=n 5 + 5 +n
_n3—n2+n2—n—|—2n
2
nd+n  nn?+1)

= = = magische Zahl
2 2

7.5 Zusammenfassung

Wenn folgende Bedingungen eingehalten werden, ergibt die Summe aller Zah-
len in einer beliebigen Spalte die magische Zahl. Auch hier kann das Anfangs-
feld frei gewahlt werden.

ggT(at —bs) =1
ggT(a,n) =1
ggT(a—s,mn) =1
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Beispiel:

— | o | <

12237
v | O | o
N O AN

0 | N S
lzllm
S N IA T S =il e
e} \O
Q||| Q|8
—~
(o]
N
10— NN
o I
LTI v+ o
S
(=)
=

— 65

— 65

— 65

— 65
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8 Hauptdiagonalsumme

Die Hauptdiagonale soll dasselbe Phanomen wie die Zeilen und Spalten auf-
weisen. Alle Zahlen, die sich auf der Hauptdiagonalen befinden, sollen mit-
einander addiert die magische Zahl ergeben.

A Hauptdiagonale

> |

Im Gegensatz zur Addition in einer beliebigen Zeile oder Spalte bleibt bei
der Hauptdiagonale weder der ¢— noch der j—Wert konstant. Jedoch sind
beide stets gleich gross, weshalb man j durch i ersetzen kann. Es gilt: i = j

8.1 Formel fiir y in Abhangigkeit von i

Voraussetzung: ggT(at — bs,n) =1

i=io+(z—ylatys | -(=b)

+ i=jot(z—yb+uyt | a
—bi + ai = —bigp + ajo + y(at — bs) | +big, —ajo
y(at —bs) = i(a —b) + big — ajo | -(at — bs)~*

y = li(a — b) + big — ajo] - (at — bs)™*

8.2 Formel fiir z in Abhangigkeit von i
Voraussetzung: ggT (at — bs,n) =1

i=1ip+y(s—a)+za
I

i(t—0) —i(s—a) =ip(t —b) — jo(s — a) + z(at — bs)

|

+ i=Jo+ylt—0b)+zb |- —(s—a)
- |
|

z(at —bs) =i(t —b—s+a) —ip(t —b) + jo(s — a)
z=[i(t—b—s+a)—ig(t—0b)+ jo(s —a)] - (at —bs)~!

8.3 Injektivitat von y und 2z

Da sowohl y als auch z von ¢ abhéngen, wird wieder ihr Verhalten bei der
Anderung von i untersucht.
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Satz 8.1. Wenn ggT(a—b,n) = 1 ist, dann ist die Abbildung i — y injektiv.

y | -(at — bs)
a — b) + big — ajo = i’(a — b) + big — ajo ‘ —big, +ajo
| (a=b)""

O]

Satz 8.2. Wenn ggT(a — s+t —0b,n) =1 ist, dann ist die Abbildung i — z
injektiv.

4 |
it—b—s+a)+jo(s—a)=d({t—-b—s+a)+jo(s—a) |—jo(s—a)
i(t—b—s+a)=d(t—b—s+a) |-(t=b—s+a)!

!/

O

8.4 Hauptdiagonalsumme

Aus den beiden Satzen aus Kapitel 8.3 folgt, dass bei den Zahlen X, die in
den Feldern der Hauptdiagonalen stehen, alle Zahlen von 0 bis n — 1 genau
einmal sowohl als y— als auch als z—Wert vorkommen. Da eine einzelne Zahl
im Zahlenquadrat als X = yn+ z+ 1 definiert ist, ldsst sich die Summe aller
Zahlen in einer Zeile folgendermassen berechnen:

n—1 n—1 n—1 n—1

Sy n+>d z+n=n-> y+ > z+n

y=0 z=0 y=0 z=0
(n—=1n (n—1)n

=n- 5 + 5 +n
_n3—n2—|—n2—n—|—2n
B 2

nd+n  nn?+1)

= = = magische Zahl
2 2

8.5 Zusammenfassung

Wenn folgende Bedingungen eingehalten sind, ergibt die Summe aller Zah-
len in der Hauptdiagonalen die magische Zahl. Dabei kann das Anfangsfeld
beliebig gewéhlt werden.

ggT(at —bs) =1
geT(a—b,n) =1
ggT(a—s+t—bn)=1

28
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Beispiel:

b‘)
Ve
n= 21115) 4 |18 7
a:
b— 3 017] 6 |25/ 14
5= 1024 (13| 2 | 16
t=3
(o | jo) = (1]1) 12, 1/20] 9 |23
19/ 8 22111 5

Bemerkung: Da die anderen Bedingungen auch erfiillt sind, liegt ein magi-
sches Quadrat vor.
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9 Nebendiagonalsumme

Nebst den Zahlen der Zeilen, Spalten und der Hauptdiagonalen miissen als
letztes auch noch die der Nebendiagonalen miteinander addiert die magische
Zahl ergeben.

J
A
!

>

Nebendiagonale

Weder der i— noch der j—Wert sind in der Nebendiagonalen konstant. Je-
doch kann man j folgendermassen durch ¢ ausdriicken:j = (—1)-i+(n—1) —
j=—i—l4n—j=—i—1

9.1 Formel fiir y in Abhéingigkeit von i

Voraussetzung: ggT (at — bs,n) =1

i=i0+ (z —y)a+ys |

+ —i—1=jo+(z—yb+uyt | -a
|
|

—bi — ai —a = —big + ajo + y(at — bs)
y(at — bs) = big — ajo —i(a+b) —a
y = [big — ajo —i(a+b) —a] - (at —bs)™*

9.2 Formel fiir z in Abhangigkeit von ¢

Voraussetzung: ggT(at — bs,n) =1

i=1ip+y(s—a)+za | -(t—b)

+ —i—1=jo+y(t—>b)+=zb |- —(s—a)
i(t—0b)+ (i+1)(s —a) =io(t — b) — jo(s — a) + z(at — bs) | —io(t — )
i(t—0b)+ (i+1)(s—a)—ig(t—>b) = —jo(s —a) + z(at — bs) | +jo(s — a)
z(at —bs) =i(t—b+s—a) —ip(t —b) +jo(s—a)+s—a | -(at — bs)™!

z=[i(t—b+s—a)—io(t—b) +jo(s —a) +s—a] - (at —bs)~?
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9.3 Injektivitit von y und 2z

Auch beim Addieren aller Zahlen der Nebendiagonalen weisen y und z ein
gewisses Verhaltensmuster auf.

Satz 9.1. Wenn ggT(a+b,n) = 1 ist, dann ist die Abbildung i — y injektiv.

Bewe@s

y=y | -(at — bs)

bigp — ajo — i(a +b) —a = big — ajo — i'(a+b) —a | —big, +ajo, +a
—i(a+b) = —i'(a +b) |-(=1),-(a=0)"

=

\s.

O]

Satz 9.2. Wenn ggT(a —s+b—t,n) =1 ist, dann ist die Abbildung i — z
injektiv.

-(at — bs), —s, +a, +io(t — b)
—Jjo(s — a)
(t—b+s—a)!

|
t—b+s—a)—|—]o(s—a)—z(t—b—i-s—a)—l—jo(s—a) |
—b+s—a)—z(t—b—|—s—a) |

O

9.4 Nebendiagonalsumme

Aus dem Satz 9.1 und dem Satz 9.2 folgt, dass bei den Zahlen X, die in
den Feldern der Nebendiagonalen stehen, alle Zahlen von 0 bis n — 1 genau
einmal sowohl als y— als auch als z—Wert vorkommen. Da eine einzelne Zahl
im Zahlenquadrat als X = yn+ z+ 1 definiert ist, lasst sich die Summe aller
Zahlen der Nebendiagonalen folgendermassen berechnen:

n—1 n—1 n—1

Sy n+2z+n—n Yyt D z+n
y=0 2=0 y=0 2=0
_ (n=Dn, (n-1n
=n 5 + 5 +n
_n3—n2—|—n2—n—|—2n
N 2

nd+n  nn?+1)

= = = magische Zahl
2 2

9.5 Zusammenfassung

Wenn folgende Bedingungen eingehalten sind, ergibt die Summe aller Zahlen
in der Nebendiagonalen die magische Zahl. Hier ist das Anfangsfeld wieder
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beliebig zu wahlen.

Beispiel:

n=>5
a =
b=1
s =
t—
(io | jo) = (1 ]3)

ggT(at — bs) =

1

geT(a+b,n) =1

ggT(a—s+b—t,n)=1

19

23

15

22

10

14

18

13

17

21

12

14

25

11

20

24
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10 Paritat von n

Aus den Bedingungen in Kapitel 6.5 und 7.5 lésst sich herausfinden, ob n
gerade sein kann.

Falls n gerade ist:

geT(b,n) =1 — b muss ungerade sein, da ansonsten der grosste
gemeinsame Teiler mindestens 2 ist.

gegT(a,n) =1 — a muss aus demselben Grund ebenfalls ungerade
sein.

geT(b—t,n)=1 —  Da b bereits ungerade ist, muss ¢ gerade sein fiir
eine ungerade Differenz von b und ¢.

geT(a—s,n)=1 —  Da a bereits ungerade ist, muss s gerade sein fiir

eine ungerade Differenz von a und s.

ggT(at —bs,n) =1 — Sowohl at als auch bs sind aufgrund der oberen
vier Feststellungen gerade. Daher ist auch ihre
Differenz gerade und somit kann diese Bedin-
gung nicht erfiillt sein.

Daher muss n ungerade sein.
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11 Spezialfalle der Hauptdiagonalen

Im ganzen Kapitel wird vorausgesetzt: n € N,n > 2,n ist ungerade und
geT(at — bs,n) =1

Die Bedingungen ggT(a — b,n) = 1 und ggT(a — s+t —b,n) = 1, welche
beide im Kapitel 8 vorausgesetzt werden, damit die Summe aller Zahlen in
den Feldern der Hauptdiagonalen die magische Zahl ergibt, sind stark ein-
schrinkend. Einige Methoden, um ein magisches Quadrat herzustellen, zum
Beispiel der Diagonalalgorithmus (a = b = 1), fallen aufgrund dieser Vor-
aussetzungen weg. Gibt es also zu diesen Bedingungen Alternativen, sodass
das Zahlenquadrat trotzdem ,magisch* wird?

11.1 Umformulierung der Bedingungen

gegT(a—b,n) # 1, wenn die 6. Bedingung (siche Kapitel 13) nicht erfiillt ist.
In diesem Fall gilt: ggT(a — b,n) = g

ge ist somit ein Teiler von a — b und von n. Deshalb gilt:

n = ge - Ne

a—b=ge-hg

Dabei sind gg, 16, he € N und es gilt: ggT(ng, hg) = 1

Analog wird auch die 7. Bedingung dargestellt, wenn sie nicht erfiillt ist.
ggT(a—s+t—0b,n) =gy

n=gr-nr

a—8+t—b:g7-h7

Auch hier sind g7,n7, h7 € N und es gilt: ggT(ny, hy) =1

11.2 Verhalten von y

Da wir Spezialfille der Hauptdiagonalen betrachten, kann man jene Formel
als Grundlage benutzen, welche zur Beschreibung von gy in der Hauptdiago-
nalen dient (siehe Kapitel 8.1). Nun kann man das Verhalten von y untersu-
chen, wenn die 6. und 7. Bedingung nicht erfiillt sind.

Lemma 11.1. Es seien i,i' € [0,...,n¢ — 1], dann gilt: i i -y #y

Beweis.

y=y | -(at = bs)

i(a — b) 4 big — ajo = i'(a — b) + big — ajo | —big, +ajo
i(a—b)=1i(a—0) | in Z/nZ
igehg = i’g6h6 + An ‘ A EZ, —i/gﬁhﬁ
(i —1")gshe = Agene |: g6

(i — i,)hﬁ = )\nﬁ
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ng teilt also (i — i')hg. Da ng und hg jedoch teilerfremd sind (siehe Kapitel
11.1), muss ng ein Teiler von i — i’ sein. Es gilt: —(ng — 1) <i—14 < ng— 1.
Daher muss 7 — ' = 0 beziehungsweise i = i’ gelten. Das bedeutet, dass ng
verschiedene y—Werte auftreten.

O

Da a — b auch als gg - hg dargestellt werden kann, gilt in Z/gsZ: a —b = 0.
Also ist y in Z/geZ konstant:

y = [bio — ajo] - (at —bs)™" = [ip — jo] - (t—5)"

Hinweis: Die ,,Ubersetzung® von Z/nZ in Z/g¢Z ist ein Ringhomomorphis-
mus (siehe Kapitel 3.3.2)

Das heisst: y = y1,y1 + g6, Y1 + 296, -, Y1 + (6 — 1)g6

Dabei ist y; ist der kleinste y—Wert. Da 0 <y < n—1 gilt, gibt es hochstens
ng unterschiedliche y—Werte.

Diese Erkenntnisse lassen sich durch folgenden Satz verallgemeinern:

Satz 11.1. Essei f € N, 1 < 8 < gg, es seieni,i' € [(8—1)ng, ..., Bng — 1],
dann gilt: 1 #1i' — y # .

Insgesamt durchléuft ¢ folgende gg Intervalle:

0, 16 — 1], [ s 226 — 1], 27, -, 36 — 1], -, [(g6 — 1) -, Go6 — 1]

In all diesen Intervallen, treten die gleichen y—Werte auf: y1,y1 + gg, y1 +
2967 Y1 + (nﬁ - l)gﬁ

11.3 y—Summenteil

Der Summenteil, der von den y—Werten herkommt, betrégt also:

n—1

Yoy -n=nlgs(y1 +y1+ 96 +y1+ 296 + ... +y1 + (n6 — 1)g6)]
i=0

ne! ng(ng — 1
:”[96(716'2/14- Z k'g6>:| =n-gg <n6-y1+6(6),g6>

k=1 2

n —
:7'L2 <y1+ 296)

Im Idealfall sollte die Summe

entsprechen. Also gilt:

n?(n —1)
2
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2
- —1
n? <y1+n2gﬁ):n(n ) |: n?
n—ge n—1 N —ge
Nt T =3
_g6—1
2

Ausserdem gilt in Z/geZ: y1 = lio — jo] - (t = s)~*. Also gilt in Z/geZ:

Y1

io —jol - (£ =)™ = (=1)- 27! |-(t=2),+Jo

ig=jo+ (s—t)-271

Hier sieht man, dass es im Fall ggT(a —b,n) # 1 von der Wahl des Anfangs-
feldes (ip|jo) abhéngt, ob das Zahlenquadrat ,magisch® wird oder nicht.

11.4 Verhalten von 2

Analog zu y kann nun auch das Verhalten von z analysiert werden. Auch
fiir die Variabel z kann man von deren Definition fiir die Hauptdiagonale
ausgehen (siehe Kapitel 8.2).

Lemma 11.2. FEs seien i,i’ € [0,...,n7 — 1], dann gilt: i #i' — 2z # 2/

Beweis.

z=2 | -(at — bs), +io(t — b), —jo(s — a)
ila—s+t—>b)=i(a—s+t—>b) |inZ/nZ

ig7hy = i'grh7 + An | \ € Z,—1grhy

(i —i")grhy = Agrnz |: g7

(i — i/)h7 = )\n7

ny teilt also (i — i')h7. Da ny und hy jedoch teilerfremd sind (siehe Kapitel
11.1), muss n7 ein Teiler von i — i’ sein. Es gilt: —(n7 — 1) <i—14 <n7—1.
Daher muss 7 — ' = 0 beziehungsweise 7 = i’ gelten. Das bedeutet, dass ny
verschiedene z—Werte auftreten.

O

Da a — s+t — b auch als g7 - hy dargestellt werden kann, gilt in Z/g;Z:
a—s+t—b=0

t—b=s—a

a—b=s—t

at —bs=a(b+s—a)—bs=ab+as—a®>—bs=(s—a)(a—1b)

Das bedeutet, dass z in Z/g77Z konstant ist:
z = [jo(s —a) —ig(t — b)] - (at — bs) ™"

= (jo—io) (s=a) - (s—=a)" - (a=b)"
= (jo —i0) - (a=b)"" = (jo —ip) - (s =1)~"
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Hinweis: Auch hier ist die Abbildung der Elemente aus Z/nZ in Z/g7Z ein
Ringhomomorphismus (siehe Kapitel 3.3.2)

Das heisst: z = 21,21 + g7, 21 + 297, ..., 21 + (n7 — 1) g7

Der kleinste z—Wert wird als z; bezeichnet. Insgesamt gibt es hochstens ny
verschiedene z—Werte, da 0 < z < n — 1 gilt.

Diese Erkenntnisse lassen sich durch folgenden Satz verallgemeinern:

Satz 11.2. Essei € N, 1 < 8 < g7, es seieni,i' € [(8—1)ny,..., fnr —1],
dann gilt: 1 #1' — z # 2.

1 durchléuft insgesamt folgende g7 Intervalle:
0,...,n7 — 1], [n7, ..., 2n7 — 1], [2n7, ..., 3n7 — 1], ..., [(g7 — 1)ny, ..., grny — 1]

In jedem Intervall treten die z—Werte 21, 21 + g7, 21 + 297, ..., 21 + (n7 — 1) g7
auf.

11.5 z—Summenteil

Die Summe der z—Werte muss also lauten:

n—1
z=gi(z1+z1+g97+21+297+ ... + 21+ (n7 — 1)g7)
i=0
nr—1 ny(ny —1
= g7 <n7'21+ > k"g7> = g7 <n7'21+(2)'g7)
k=1
=n|z + n—ar
) n(n—1) )
Im Idealfall sollte die Summe — g entsprechen. Also gilt:
n — n(n —1
n<2’1+ 2g7>: ( 5 ) |:n
n—gr n-—1 n—gr
at g T =3
L= 91T 1
! 2

Ausserdem gilt in Z/g7Z: 21 = (jo —io) - (s — t)~L. Also gilt in Z/g7Z:

(Jo—io)- (s =)~ = (=1)- 27" | -(s=1),-(=1)
io—jo=(s—1)-2" +joio=Jo+ (s —t)-27*

Hier sieht man, dass es im Fall ggT(a — s+t — b,n) # 1 ebenfalls von der
Wahl des Anfangsfeldes (ig | jo) abhéangt, ob das Zahlenquadrat ,magisch*
wird oder nicht.



11.6 Verifikation Hauptdiagonalsumme

Nun muss man iiberpriifen, ob unter den neuen Bedingungen die Summe
aller Zahlen in der Hauptdiagonalen der magischen Zahl entspricht.

n—1 n—1 n—1 n—1
Yy nt Y ztn=n-Y y+y z+n
y=0 z=0 y=0 z=0
(n=D1n  (n—-1)n
=n 5 + 5 +n
nd—n?4n?-n+2n
B 2

nd+n  nn?+1)

=—5 = 2 = magische Zahl

Diese Summe erhélt man, wenn man folgenderweise das Anfangsfeld wahlt:

ip=Jo+(s—1t)-2
io=Jjo+ (s—1t)-271in Z/g:Z

S

o
=13

Man kann diese beiden Bedingungen zu einer zusammenfassen:

Satz 11.3. Die Hauptdiagonalsumme stimmt mit der magischen Zahl tiber-
ein, wenn im Fall ggT(a — b,n) # 1 oder ggT(a — s+t —b,n) # 1 das
Anfangsfeld dieser Formel entspricht: ig = jo + (s —t) 27V in 7./ gaZ, wobei
g4 = kgV(g6,97) = g6 - g7

Es gilt namlich:
Satz 11.4. ggT(gs,97) =1

Bewets.

geT(g6,97) =g > 1

Dann gilt in Z/gZ: a —b =0

a—s+t—b=0

Daraus folgt:

a=b

t—s=0

Andererseits ist at — bs in Z/nZ invertierbar. Daher muss es auch in Z/gZ
invertierbar sein. In Z/gZ gilt:

at —bs=a(t —s

Da t — s = 0 ist, ist es nicht invertierbar. Somit ist es ein Widerspruch und
der ggT von g und g7 kann nicht grosser als 1 sein. O

Daraus folgt:

Korollar 11.1. kgV(gs, 97) = 96 - 97
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Beweis.

kgV(ge, 97) - 28T (g6, 97) = g6 - g7
kgV(ge, 97) - 1 = g6 - g7 O

Korollar 11.2. Wenn gg = n ist, ist gr =1
Beweis.
geT(gs,97) = 1 =geT(n,g97) = g7 =1 O

Wenn g4 = n ist, gibt es genau n Anfangsfelder, die den Bedingungen
entsprechen, sodass die Hauptdiagonalsumme magisch wird.

n
Wenn g4 < n ist, hat jeder jo—Wert, 0 < jo < n —1, — passende 79— Werte,

sodass das Anfangsfeld zu einem magischen Quadrat fithrt. Daher gibt es in
2

diesem Fall " Anfangsfelder, die in Frage kommen.

11.7 Der Fall ggT(a —b,n) =n

Der Diagonalalgorithmus (¢ = b = 1), eine klassische Methode, um ein ma-
gisches Quadrat herzustellen, kann man anhand der hergeleiteten Bedingung
aus Kapitel 11.6 nun nachvollziehen.

Beispiel:
n=>5
a=1,b=1
s=2,t=3

Nun tberpriift man, welche Bedingungen erfiillt werden:

at —bs =1

b=1

b—t=-2

a=1

a—s=-—1

a—-b=0 . . L .
da—s4t—b=1 }gg =n und g7 = 1, die 6. Bedingung ist nicht erfiillt.
a+b=2

a—s+b—t=-3

Mit der Formel ig = jo+ (s — t)-27! in Z/nZ sucht man jetzt die passenden
Anfangsfelder, da gilt: g4 = gs-g7=n-1=n
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mogliche Anfangsfelder /
(blau markiert) 714 21118115 =65
(40 | jo)
(210) 3125/ 17|14] 6 |65
(3] 1) 24| 161310 2 | 65
(412)
(013) 20012 9 | 1|23 65
(1] i
1 1185|2219 —
ig=Jo+(=1) 27" =jo+2 N
N N N [N (o))
W W (V)] w W

Bemerkung: Die Bedingungen fiir die Zeilen (Kapitel 6.5), Spalten (Kapitel
7.5) und die fiir die Nebendiagonale (Kapitel 9.5) sind erfiillt. Daher entsteht
tatséchlich ein magisches Quadrat.

11.8 Der Fall ggT(a —s+t—b,n)=n

Auch in diesem Fall zeigt die ,,Anfangsfeldformel aus Kapitel 11.6, in welchen
Feldern man beginnen muss, um ein magisches Quadrat zu erhalten.
Beispiel:

n=2>5
a=2,b=1
s=1,t=0

Nun iiberpriift man, welche Bedingungen erfiillt werden:

at —bs = —1

b=1

b—t=1

a=2

a—s=1

a—b=1 . . L ..
G—s4t—b=0 }96 =1 und g7 = n, die 7. Bedingung ist nicht erfiillt.
a+b=3

a—s+b—t=2

Mit der Formel i = jo+ (s — t)-27" in Z/nZ sucht man jetzt die passenden
Anfangsfelder, da gilt: g4 = gs-g7r=1-n=n
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mogliche Anfangsfelder /
(blau markiert) 14 /20121 2 | 8 | »65
(io | jo)
(310) 2511 | 7 1319 | —>65
(4]1) 6 12]18|24 5 | 565
(01]2)
(11]3) 1712314 | 10|11 | > 65
214
( * ) 3915|1622 —>65
io=jo+1-27"=jo+3 LloLL L
N N (o)) (o)) (o))
W (%)} W W (%]

Bemerkung: Die Bedingungen fiir die Zeilen (Kapitel 6.5), Spalten (Kapitel
7.5) und die fiir die Nebendiagonale (Kapitel 9.5) sind erfiillt. Daher entsteht
tatséchlich ein magisches Quadrat.
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12 Spezialfalle der Nebendiagonalen

Im ganzen Kapitel wird vorausgesetzt: n € N,n > 2,n ist ungerade und
geT(at — bs,n) =1

Nicht nur die 6. und die 7. Bedingung, sondern auch die Bedingungen ggT (a+
b,n) =1 und ggT(a—s+b—t,n) = 1, welche beide im Kapitel 9 vorausgesetzt
werden, damit die Summe aller Zahlen in den Feldern der Nebendiagonalen
die magische Zahl ergibt, sind stark einschrinkend. Gibt es auch zu diesen
Bedingungen Alternativen, sodass das Zahlenquadrat trotzdem ,magisch*
wird?

12.1 Umformulierung der Bedingungen

ggT(a+b,n) # 1, wenn die 8. Bedingung (siche Kapitel 13) nicht erfiillt ist.
In diesem Fall gilt: ggT(a + b,n) = gg

gs ist somit ein Teiler von a + b und von n. Deshalb gilt:

n = gg-ng

a—b=gs-hs

Dabei sind gg,ng, hs € N und es gilt: ggT(ng, hg) =1

Auch die 9. Bedingung (siehe Kapitel 13) kann so dargestellt werden.
ggT(a—s+b—t,n) =g

n =49 Ny

a—8+b—t:gg'h9

Auch hier sind g9, ng, hg € N und es gilt: ggT(ng, hg) =1

12.2 Verhalten von y

Da wir nun Spezialfille der Nebendiagonalen betrachten, kann man jene For-
mel als Grundlage benutzen, welche zur Beschreibung von y in der Haupt-
diagonalen dient (siehe Kapitel 9.1). Nun kann man das Verhalten von y
untersuchen, wenn die 8. und 9. Bedingung nicht erfiillt sind.

Lemma 12.1. Es seien i,i’ € [0,...,ng — 1], dann gilt: i i — y # ¢/

Beweis.

y=y | -(at — bs)

big — ajo — i(a+b) —a = big — ajo —i'(a +b) —a | —big, +ajo, +a, -(—1)
ila+b)=14(a+Db) | in Z/nZ

igshg = i'gghs + An | A€ Z,—i'gghs

(i —1")gghg = Agsns |: g8

(i — i/)hg = )\ng
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ng teilt also (i —i')hg. Da ng und hg jedoch teilerfremd sind (siehe Kapitel
12.1), muss ng ein Teiler von i — i’ sein. Es gilt: —(ng — 1) <i—14 <ng— 1.
Daher muss 7 — ' = 0 beziehungsweise i = i’ gelten. Das bedeutet, dass ng
verschiedene y—Werte auftreten.

O

Da a + b auch als gg - hg dargestellt werden kann, gilt in Z/gsZ: a +b = 0.
Also ist y in Z/gsZ konstant:

y = [bio — ajo —a] - (at —bs)™" = (=1) - [io + jo + 1] - (t +5)7"

Hinweis: Auch hier ist die Abbildung der Elemente aus Z/nZ in Z/g¢Z ein
Ringhomomorphismus (siehe Kapitel 3.3.2)

Das heisst: y = y1,y1 + gs, y1 + 298, .-, Y1 + (ng — 1)gs

Dabei ist y; ist der kleinste y—Wert. Da 0 < y < n—1 gilt, gibt es hochstens
ng unterschiedliche y—Werte.

Diese Erkenntnisse lassen sich ebenfalls verallgemeinern:

Satz 12.1. Essei $ € N, 1 < 3 < gg, es seieni,i' € [(8—1)ns, ..., Sng —1],
dann gilt: 1 #1i' — y #vy'.

Insgesamt durchléuft ¢ folgende gg Intervalle:

0, -y — 1], [, s 28 — 1], 2, ., 3 — 1], ., [(g5 — 1), -, g — 1]

In all diesen Intervallen, treten die gleichen y—Werte auf: y1,y1 + gs,y1 +
2987 Y1 + (ng - 1)98

12.3 y—Summenteil

Der Summenteil, der von den y—Werten herkommt, betrégt also:

n—1

Yoy-n=nlgg(yr +y1 + 98 +y1 + 298 + ... +y1 + (ng — 1)gs)]
i=0

! ng(ng — 1
:”[98(718'2/14- Z k'gg>:| =n-gs <n8-y1+8(8),98>

k=1 2

n —
:7'L2 <y1+ 298)

Im Idealfall sollte die Summe

entsprechen. Also gilt:

n?(n —1)
2
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2
- -1
n? <y1~|—n 298)=n(n ) |: n?
n— n—1 n—
yi + 98: gs

2 2
:98_1

2

Ausserdem gilt in Z/gsZ: yy = (=1) - [io + jo + 1] - (t+5)~'. Also gilt in

Y1

Hier sieht man, dass es im Fall ggT(a + b,n) # 1 auch von der Wahl des
Anfangsfeldes (ig|jo) abhéngt, ob das Zahlenquadrat ,magisch* wird oder
nicht.

12.4 Verhalten von 2

Analog zu y kann nun auch das Verhalten von z analysiert werden. Auch
fiir die Variabel z kann man von deren Definition fiir die Nebendiagonale
ausgehen (siehe Kapitel 9.2).

Lemma 12.2. FEs seien i,i’ € [0,...,ng — 1], dann gilt: i #i' — z # 2’

Beweis.

z2=2 | -(at = bs), +io(t — b), —jo(s — a)
it—b+s—a)+s—a=i{t—-b+s—a)+s—a |—s,+a
ift—b+s—a)=i{({t—b+s—a) | in Z/nZ

igohg = i/gghg + An | ANEZ, —i/ggh7

(i —i")gohy = Agong = g9

(i — i/>h9 = Ang

ng teilt also (i —i')hg. Da ng und hg jedoch teilerfremd sind (siehe Kapitel
12.1), muss ng ein Teiler von i — i’ sein. Es gilt: —(ng — 1) <i—14 <ng— 1.
Daher muss 7 — i" = 0 beziechungsweise i = i’ gelten. Das bedeutet, dass ng
verschiedene z—Werte auftreten.

O

Da a — s+ b—t auch als g9 - hg dargestellt werden kann, gilt in Z/g9Z:
a—s+b—t=0

a—s=t—>

atb=1t+s

at —bs=ala—s+b)—bs=a>—as+ab—bs=(a—s)(a+b)

Das bedeutet, dass z in Z/gy9Z konstant ist:
2= [—ig(t —b) — jo(s —a) + s —a] - (at — bs) ™"
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=(—io—jo—1)-(a—s)-(a=s)"" (a+b)7"
=(zto—jo—1)-(a+b)' = (zip—jo—1) (t+s)""

Hinweis: Auch hier ist die Abbildung der Elemente aus Z/nZ in Z/gyoZ ein
Ringhomomorphismus (siehe Kapitel 3.3.2)

Das heisst: z = 21, 21 + g9, 21 + 299, ..., 21 + (ng — 1)go

Der kleinste z—Wert wird als z; bezeichnet. Insgesamt gibt es hochstens ng
verschiedene z—Werte, da 0 < z < n — 1 gilt.

Diese Erkenntnisse lassen sich wieder durch einen Satz verallgemeinern:

Satz 12.2. Es sei B € N, 1 < 8 < gqg, es seieni,i’ € [(—1)no, ..., Bng — 1],
dann gilt: 1 #1i' — 2 # 2.

¢ durchlduft insgesamt folgende gg Intervalle:

[07 sy N9 — 1]’ [719, ...,2719 - 1]7 [2%9, vy N9 — 1]7 ) [(99 - 1)”97 <0y g9 — 1]

In jedem dieser Intervalle treten die z—Werte z1, 21 + g9, 21 + 299, ..., 21 +
(ng - 1)99 auf.

12.5 z—Summenteil

Die Summe der z—Werte muss also lauten:

n—1

z=g9(z1+ 21+ 99+ 21+ 299 + ... + 21 + (ng — 1)gg)
i=0
ng—1 ng(ng — 1
= g9 (719'21-1' > k"99> = g9 <n9'21+(2)'99)
k=1
=n|z + D=9
) n(n—1) )
Im Idealfall sollte die Summe — g entsprechen. Also gilt:
n — n(n —1
n<21+ 299> = ( 5 ) |:n
n—gg n-—1 N —gy
Aty T -3
O 1
! 2

Ausserdem gilt in Z/goZ: z1 = (—ig — jo — 1) - (t + s) 71 Also gilt in Z/goZ:

(t + )
.Oaila'(_l)
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Hier sieht man, dass es im Fall ggT(a — s+ b — t,n) # 1 ebenfalls von der
Wahl des Anfangsfeldes (ig | jo) abhéngt, ob das Zahlenquadrat ,magisch®
wird oder nicht.

12.6 Verifikation Hauptdiagonalsumme

Nun muss man iiberpriifen, ob unter den neuen Bedingungen (Kapitel 12.3
und 12.5) die Summe aller Zahlen in der Nebendiagonalen der magischen
Zahl entspricht.

n—1 n—1 n—1 n—1
y-n+y z+n=n-> y+ > z+n

0 2=0 y=0 2=0

(n—=1n  (n—1)n

=n 7 + 5 +n
nd—n?+n?—n+2n

Y=

w

2
2
1
_ ;" _ nn 2+ ) _ magische Zahl

Diese Summe erhélt man, wenn man folgenderweise das Anfangsfeld wahlt:

—~

t+s)-271 —jo—1inZ/gsZ
t+s)-2_1—@—linZ/ggZ

Sy

—~

Man kann diese beiden Bedingungen ebenfalls wieder zu einer zusammenfas-
sen:

Satz 12.3. Die Nebendiagonalsumme stimmt mit der magischen Zahl iber-
ein, wenn im Fall ggT(a + b,n) # 1 oder ggT(a — s+ b —t,n) # 1 das
Anfangsfeld dieser Formel entspricht: ig = (t+s)-271 — Jo—1in Z/gBZ,
wobei g =kgV(gs, 99) = g3 - 9o

Es gilt namlich:
Satz 12.4. ggT(gs,g9) =1

Bewets.

geT(gs,90) =g >1

Dann gilt in Z/gZ: a+b=0

a—s+b—-t=0

Daraus folgt:

a=—b

t+s=0

Andererseits ist at — bs in Z/nZ invertierbar. Daher muss es auch in Z/gZ
invertierbar sein. In Z/gZ gilt:
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at —bs=a(t+s

Da t 4+ s = 0 ist, ist es nicht invertierbar. Somit ist es ein Widerspruch und
der gg'T von gs und g9 kann nicht grosser als 1 sein. O

Daraus folgt:
Korollar 12.1. kgV(gs,g9) = g3 - 9o

Bewezs.
kgV(gs, 99) - 28T (g8, 99) = 98 - 9o
kgV(gs, g9) - 1 = gs - g9 O

Korollar 12.2. Wenn ggs = n ist, ist gg =1
Beweis.

ggT(gs,99) =1 =ggT(n,99) = g9 =1 O

Wenn gg = n ist, gibt es genau n Anfangsfelder, die den Bedingungen
entsprechen, sodass die Nebendiagonalsumme magisch wird.

Wenn gp < n ist, hat jeder jo—Wert, 0 < jo <n—1, n passende 19— Werte,
sodass das Anfangsfeld zu einem magischen Quadrat fiihrt. Daher gibt es in

2
diesem Fall ~- Anfangsfelder, die in Frage kommen.

12.7 Der Fall ggT(a+b,n) =n

Fiir den Fall @ = —b bietet nun die in Kapitel 12.6 hergeleitete Formel die
Moglichkeit, trotzdem ein magisches Quadrat herzustellen.

Beispiel:
n=2>5
a=1,b=-1
s=2,t=1

Nun iiberpriift man, welche Bedingungen erfiillt werden:

at —bs =3
b=-1
b—t=-2
a=1
a—s= -2
a—b=-2
a—s+t—b=1
a+b=0

Ga—s4b_t=_1 }gg =n und g9 = 1, die 8. Bedingung ist nicht erfiillt.
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Mit der Formel ig = (t+s) - 271 — jo — 1 in Z/nZ sucht man jetzt die pas-
senden Anfangsfelder, da gilt: gg =gs-g9=n-1=n

&
mogliche Anfangsfelder 7
(blau markiert) 131221 6 120 4 | =65
(io | jo)
— 65
(3]0) 5 114123 7 |16
21

171 15 /24 8 —65

0]3 9 |18 2 |11 (25 —65
414
1 2011019 3 | 12| =65
ig=3-2""—jo—1=3—jo VoLl L g
- [} N [} o) o)
W W (9] [9,] wh

Bemerkung: Die Bedingungen fiir die Zeilen (Kapitel 6.5), Spalten (Kapitel
7.5) und die fiir die Hauptdiagonale (Kapitel 8.5) sind erfiillt. Daher entsteht
tatséchlich ein magisches Quadrat.

12.8 Der Fall ggT(a—s+b—t,n)=n

Auch in diesem Fall zeigt die ,Anfangsfeldformel” aus Kapitel 12.6, in welchen
Feldern man beginnen muss, um ein magisches Quadrat zu erhalten.
Beispiel:

n=2>5
a=1,b=2
s=0,t=3

Nun iiberpriift man, welche Bedingungen erfiillt werden:

at —bs =3
b=2
b—t=-1
a=1
a—s=1
a—b=-1
a—s+t—b=2
a+b=3

G—s4b_t=0 }gg =1 und g9 = n, die 9. Bedingung ist nicht erfiillt.

Mit der Formel ig = (t+ ) - 271 — jo — 1 in Z/nZ sucht man jetzt die pas-
senden Anfangsfelder, da gilt: gg = gs-go=1-n=n

48



mogliche Anfangsfelder

(blau markiert) 8 115/17]124| 1 |—65
(40 | Jo)
310) 21| 3 10| 12|19 | —65
(2]1) 1416 23| 5| 7 |—>65
(112)
(01]3) 2|9 11|18]25 —65
404
(*) 2022 4| 6 13|65
i0=3-2""—jo—1=3—jo LoloLL L g
N N N N (o))
()] (V)] ()] ()] (9]

Bemerkung: Die Bedingungen fiir die Zeilen (Kapitel 6.5), Spalten (Kapitel
7.5) und die fiir die Hauptdiagonale (Kapitel 8.5) sind erfiillt. Daher entsteht
tatséchlich ein magisches Quadrat.
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13 Zusammenfassung

Hier werden alle Bedingungen der Kapitel 6 bis 12 zusammengefasst.

1) ggT(at —bs,n) =1

2) ggT(b,n) =1

3) ggT(b— t,n) 1

4) ggT(a,n) =

5 geT(a—s n) 1

6) ggT(a—bn)=1 o B )

7) geT(a—s+t—bn)=1 ersetzbar durch: ip = jo + (s — 1) - 27" in Z/gaZ

8) geT(a+bn)=1 o L

9) ggT(a—s+b—t,n)=1 ersetzbar durch: ig = (t 4 s) - 2 Jo—1inZ/gpZ

Wenn alle die Bedingungen 1 bis 9 oder die jeweiligen Alternativen erfiillt
sind, kann man ein magisches Quadrat herstellen.

Da nun so viele Bedingungen zusammengekommen sind, kann man sich die
Frage stellen, ob zum Beispiel die Bedingungen 7 und 9 unabhéngig von den
anderen sind oder, ob sie aus den bereits gestellten Forderungen gefolgert
werden konnen.

Beipiele:
1) Firn=>5

a=2b=1,s=-2,t =2

at —bs =6

b=

b—t=-1

a=

a—s=4 Alle ausser der 7. Bedingung werden eingehal-
a—b=1 ten, somit ist sie unabhéngig von den anderen.
a—s+t—b=5

a+b=3

a—s+b—t=3
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at — bs = =2

b=2

b—t=4

a=1

a—s=1
a—b=-1
a—s+t—b=-3
a+b=3

a—s+b—t=5

Alle ausser der 9. Bedingung werden einge-
halten, somit ist auch sie unabhéngig von den
anderen.
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14 Die indische Regel

Eine sehr alte und klassische Methode zur Erstellung eines magischen Qua-
drates, die indische Regel, kann anhand der Bedingungen aus den vorherge-
henden Kapiteln verifiziert werden.

Die Anleitung der indischen Regel lautet [4]:

1. Im Feld unterhalb des Mittelfeldes liegt die 1.
Die néchste Zahl kommt in das angrenzende Feld diagonal rechts un-
ten.

3. Falls das nédchste Feld besetzt ist, schreibt man die nachste Zahl ins
Feld, das zwei unter dem zuletzt ausgefiillten Feld liegt.

Das heisst: (ig | jo) = (%‘1 | ”T_g),a =1,b=-1,s=0,t = -2

at —bs = —2

b=-1

b—t=1 Die Bedingungen 1 bis 5 werden erfiillt.

a=1

a—s=1

a—b=2

e—-s+t-b=0 Die Bedingungen 7 und 8 werden nicht erfiillt.
a+b=0

a—s+b—t=2

7

Anfangsfeld wahlen:

ig=jo+ (s—1t)-27"in Z/nZ

iog=(t+s) 271 —jo—1in Z/nZ

Variablen einsetzen:

io=jo+1

o = —jo -2

Somit ist ein lineares Gleichungssystem entstanden, welches zu 16sen ist.
Jo+1l=—jo—2 [+jo,—1

2-jo==3 |-271

jo==3-271=3- (=271 =3. 251 =38 _n3
e

Jo= "5

Somit klappt die indische Regel und (%5 | 252) ist das einzige Anfangsfeld,
das man fiir alle n benutzen kann, um mit den angegebenen Schritt- und
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Sprungvorgaben ein magisches Quadrat zu erstellen.

Firn=>5 Firn=17

RS

A
]@ 22147116 [41|10|35| 4 | 175
11/24] 7 120]| 3 | »65 5 (23148174211 |29|—>175
4 112125| 8 |16]| —>65 30| 6 |24 1491836 | 12| 175
171 5113|121 9| —>65 13317 [25|43]19|37(>175
101181 1 114/22]|—>65 38 (14(32| 1 |26|44|20|>175
2316119 21]15]—65 2139 8 (33| 2 [27]45|>175
N 46 (15 (40| 9 34| 3 |28 | 2175

2 2 2 & 2 N
R 2 R RN

333 I

Wenn man diese magischen Quadrate an ihrer mittleren Zeile spiegelt, sollte
wieder ein magisches Quadrat entstehen, da einfach die Hauptdiagonale zur
Nebendiagonalen wird und umgekehrt die Nebendiagonale zur Hauptdiago-
nalen wird.

Dabei sind die Vorgaben: (ig | jo) = (%5* | ), a =1,b=1,s =0,t =2

at —bs =2

b=1

b—t=-1 Die Bedingungen 1 bis 5 werden erfiillt.

a=1

a—s=1

a—b=0

Z_T_ Z t t2_ b=2 Die Bedingungen 6 und 9 werden nicht erfiillt.
a—s+b—t=0

7

Anfangsfeld wahlen:

ig=jo+ (s—t)-27"in Z/nZ

iop=(t+s)-27'—jo—1in Z/nZ

Variablen einsetzen:

ip=jo—1

iv = —jo

Somit ist ein lineares Gleichungssystem entstanden, das gelost werden muss.
Jo—1=—jo |+jo,+1

2-jo=1 |21
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Jo=1-27"=1-5" ="
_ ntl
Jo ="~
In die obere Gleichung kann nun jg eingesetzt werden.
i ntl 1= n—1
0= =7 2
L 1
io = "5~

Also klappt auch diese Methode und das Anfangsfeld, welches fiir alle n
funktioniert, liegt wie vermutet ein Feld oberhalb des Mittelfeldes, hat also

. : —1 +1
die Koordinaten ("% | *3=).
Firn=>5 Flirn="17
\/\‘3
Va
e 46 11540 9 | 34| 3 |28 |- 175
231619 2 |15]|—>65 21|39| 8 [33| 2 |27|45>175
10(18| 1 |14]22|—>65 3814 (32| 1 | 26|44 |20 |>175
17| 513|219 | —>65 1331 7 |25|43|19|37|>175
4 112|25| 8 | 16| —>65 30| 6 |24 (49|18 (36| 12|17
1124 7 20| 3 |—>65 5023|4817 |42|11|29|>175
N
Ll Ll e 2214716 |41]10|35| 4 |>175
& 2 & 3 2
N
T >
oS-Iy Sy S S

Es gibt noch eine weitere Methode, die diagonal nach rechts oben die Zahlen
einfillt und fiir alle n = ungerade geeignet ist.

Anleitung [14]:

1. Im mittleren Feld der obersten Zeile liegt die 1.
. Die néchste Zahl kommt in das angrenzende Feld diagonal rechts oben.
3. Falls das nédchste Feld besetzt ist, schreibt man die nachste Zahl ins
Feld, das eins unter dem zuletzt ausgefiillten Feld liegt.

Das heisst: (ig | jo) = (”?_1 In—1),a=1,b=1,s=0,t =—1
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at —bs = —1

b=1

b—t=2 Die Bedingungen 1 bis 5 werden erfiillt.

a=1

a—s=1

a—b=0 )

Z_T_ z t 752_ b=-1 Die Bedingungen 6 und 9 sind nicht erfiillt, wenn 3 | n.
a—s+b—t=3 )

Da man ein Anfangsfeld fiir alle ungeraden n sucht, wird dieses folgender-
massen ermittelt:

ig=jo+ (s—1t)-27"in Z/nZ

ig=(t+s)-27—jo—1in Z/nZ

Variablen einsetzen:

ig = jo+27"

ig=—2""—jo—1

Somit ist wieder ein lineares Gleichungssystem entstanden, das gelost werden

1muss.

jo+27t=—-2"1—jo—1 |[+jo,+27"
2-jo+1=-1 | -1
2-jo=-2 |27t
@:(_1)'2‘2_1:;:n—1
Jo=n-—1

In die obere Gleichung kann nun jy eingesetzt werden.

ip=n—14+421=n—-1+ L’;l = 73”2_1 = underline—”gl

- _ n—1
10—72

Somit funktioniert auch diese Regel und (%‘1 | n—1) ist das einzige Anfangs-
feld, das man fiir alle ungeraden n benutzen kann, um mit den angegebenen
Schritt- und Sprungvorgaben ein magisches Quadrat zu erstellen.

Firn=>5 Firn=9
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S

7[")

47586980 | 1 | 12|23 |34/ 45|73

s 5768|799 |11 |22]33 4446|739

1724 1] 8|15 >65 67|78 | 8 |10 |21 |32 435456739
23 5|7 |14]16| 65 7717 |18 |20 31| 42|53 55|66 3%
406 [13/20]22|>65 6|17 /19 (30|41 |52|63|65| 763
10/12]19|21] 3 |—>65 16 |27 (29|40 |51 | 62|64 |75] 5 |73
11/18[25] 2|9 |—65 262839 (50|61 |72|74| 4| 15|73
;ééé;N% 3638|4960 | 71|73 | 3 | 14|25 |73
374859 |70 | 81 13 | 24| 35 [736°

5o

69€ < |

69¢€ <
69¢€ <
69¢€ <
69¢ <
69¢€ <
69¢ <
69¢ <
69¢ <

Auch diese Quadrate kann man an ihrer mittleren Zeile spiegeln und erhélt
ebenfalls ein magisches Quadrat, da wieder die Haupt- und Nebendiagonale
durch die Spiegelung vertauscht werden.

Dabei lauten die Angaben: (ig | jo) = (%52 | 0),a =1,b=—1,s =0,t =1

2
at —bs =1
b=-1
b—t=-2 Die Bedingungen 1 bis 5 werden erfiillt.
a=1
a—s=1
a—b=2 )
Z_T_ z t to_ b=3 Die Bedingungen 7 und 8 sind nicht erfiillt, wenn 3 | n.
a—s+b—-t=-1 |

Da man wieder ein Anfangsfeld fiir alle ungeraden n sucht, wird dieses fol-
gendermassen ermittelt:

ig=jo+ (s—t) -2 in Z/nZ

ig=(t+s)-27'—jo—1in Z/nZ

Variablen einsetzen:

ip=jo—27"

ig=2"~jo—1

Somit ist wieder ein lineares Gleichungssystem entstanden, welches gelost
wird.

jo—2"t=2"1—jo—1 |+jo,+27*
2-jo=0 |27
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jo=0-2"1=0

Jo=20

In die obere Gleichung kann nun jg eingesetzt werden.
Z;O:Q_zflz_gflz%—l:

. p—1 -

i ="~

Somit funktioniert auch diese Regel und ("T_l | 0) ist das einzige Anfangs-
feld, das man fiir alle n benutzen kann, um mit den angegebenen Schritt-
und Sprungvorgaben ein magisches Quadrat zu erstellen.

Firn=>5 Firn=9
ﬁ;&
Va
37485970 81| 2 | 13|24 |35|—>369
]@ 36 (38149 |60 | 71| 73| 3 | 1425|369
111825 2| 9 | =65 26283950 |61|72|74| 4 | 15| 369
10[12)19|21| 3 |—65 16 2729 |40 |51[62|64|75| 5 | =369
4|6 |13]20|22|—65 6 |17/19|30|41|52|63|65|76|369
23| 5|7 |14]16|—>65 7717 |18 12031 |42|53|55]| 66369
1724 1| 8 | 15|65 67|78 | 8 |10|21]32|43]|54|56]|—>369
N
Lol T 57168179 9 | 11]22|33|44]46|—369
A A A AR A
47 (58 69 (80| 1 | 1223|3445 |~ 369
A A
w w w w w w w w w 20
2 3 & & 8 3 B 3 8
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15 Rosslisprung

Anstatt die Zahlen in deiner diagonalen Linie einzufiillen (siehe Kapitel 14),
kann man auch den ,Rosslisprung” brauchen, welcher an den Zug des Sprin-
gers im Schach erinnert. Dabei bewegt man sich zuerst zwei Schritte in ho-
rizontaler Richtung und dann einen in vertikaler Richtung oder umgekehrt.

15.1 Der Fall 3| n

Satz 15.1. Wenn n ein ungerades Vielfaches von 3 ist, kénnen héchstens 7
der 9 Bedingungen erfillt werden.

Beweis. Alle unterstrichenen Zahlen sind Elemente von Z/3Z

2) geT(b,n)=1
4) ggT(a, ) 1
6) ggT(a—bn)=
8) ggT(a+bn)=

Es koénnen nicht alle 4 Bedingungen erfiillt werden.
ggT(byn)=1—-0b#0—b=1oderb=2
geT(a,n)=1—a#0—>a=1odera=2
wenn g = b, dann ist a —b =20
wenn a # b, dannist a+b=3=0

w

geT(b—t,n)=1
gegT(a—s,n)=1
(
(

ot

geT(a—s+t—bn)=1
ggT(a—s+b—t,n)=1

O
—— D

Auch diese 4 Bedingungen kénnen nicht alle erfiillt werden.
eoT(b—t,n) =1—>b—t#0—>b—1t=1oderb—{=2

ggT(a—s,n)zléu#géa—S—lodera—s:z
wenn a —s =b—t,dann ist (a —s) — (b—1t) =
wenn g # b, dann ist (a —s) — (b—¢)=3=0

Das heisst, dass mindestens 2 der 9 Bedingungen nicht erfiillt werden kénnen,
falls gilt: 3 | n. O

15.2 Der Fall 31n

Fiir alle n, die ein Vielfaches von 3 sind, kénnen nicht alle 9 Bedingungen
erfiillt sein. Gibt es aber eine Mo&glichkeit, s und ¢ so zu wahlen, dass ein
Zahlenquadrat n—ter Ordnung mit dem ,,Rosslisprung” magisch erstellt wird
und zwar fiir alle ungeraden n, die kein Vielfaches von 3 sind?
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15.2.1 Methode 1

Fiir n = ungerade und 3t n

a=2,b=1,s=0,t=2

at —bs =4
b=1
b—t=-1
=2
Z _s—9 Da gilt: 31 n und 2 { n, sind alle Bedingungen
a—b=1 fiir ein beliebiges n erfiillt, das den Vorausset-
a—s+t—b=3 zungen entspricht.
a+b=3
a—s+b—-t=1

Bei dieser Methode kann man, anders als bei der indischen Regel (siehe Ka-
pitel 14) bei einem beliebigen Anfangsfeld (ig | jo) beginnen. Natiirlich kann
man die Quadrate, welche mit dieser Methode entstehen auch spiegeln und
drehen, wobei sie immer noch magisch bleiben. Daher sind unter anderem
auch folgende Methoden mdoglich:

a=2,b=—1,5s=0,t =—2 (an der mittleren Zeile gespiegelt)
a=-2,b=1,s=0,t =2 (an der mittleren Spalte gespiegelt)
a=1,b=2s=2,t=0 (an der Hauptdiagonalen gespiegelt)

Es gibt noch viele weitere, die sich davon ableiten lassen.

15.2.2 Methode 2

Eine weitere Moglichkeit mit dem ,,ROsslisprung” magische Quadrate zu er-
stellen, bietet folgende Methode:

Fiir n = ungerade und 3t n
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at —bs = —1
b=2
b—t=3
=1
Z_ s—1 Da auch hier gilt: 3 f n und 2 ¢ n, sind alle
a—b=—1 Bedingungen fiir ein beliebiges n erfiillt, das
G—s+tt—b=—2 den Voraussetzungen entspricht.
a+b=3
a—s+b—t=4

Auch bei dieser Methode kann man in jedem Feld beginnen und erhélt ein
magisches Quadrat.

60



16 Konstruktion

Um selber magische Quadrate einfach herstellen zu kénnen, kann man die 9
Bedingungen (siehe Kapitel 13) weiterentwickeln. Durch die Substitutionen
e =a—sund f =b—t werden folgende Bedingungen iibersichtlicher:

3) ggT(b—t,n)=1 — geT(f,n)=1

5) ggT(a—s,n)=1 — ggT(e,n)=1

7) ggT(a—s+t—bn)=1 — ggT(e—f,n)=1
9) gegT(a—s+b—t,n)=1 — ggTle+ f,n)=

Auch die 1. Bedingung lésst sich durch die Substitution einfach formulieren:
1) ggT(at —bs,n)=1 — ggT(af —be,n)=1
Beweis. af —be =a(b—1t) —b(a—s) =ab—at —ab+bs =—(at —bs) O

Also kann man die 9 Bedingungen so formulieren:

1) gegT(af —be,n) =

2) ggT(bn)=1 3) egT(f,n)=1

4) ggT(a,n) =1 5) ggT(e,n) =1

6) ggT(a—bn)=1 7)) geT(e— f,n)=1
8) ggT(a+bn)=1 9) ggT(e+ f,n)=1

Es werden also zwei Zahlenpaare (a,b) und (e, f) gesucht, welche die gleichen
Bedingungen erfiillen.

Beispiel: Man wéhlt ein Zahlenpaar (a,b), welches die Bedingungen 2, 4, 6
und 8 erfiillt. Man setzt a = f und b = e, dann sind die Bedingungen 3, 5,
7 und 9 automatisch auch erfiillt. In diesem Fall ist auch die 1. Bedingung
erfiillt, da gilt:

af —be=a*—b%=(a+b)(a—0b)

Da sowohl (a+b) als auch (a—b) teilerfremd zu n sind, muss ggT(af—be,n) =
1 gelten.
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17 Schlusswort

Das Ziel dieser Arbeit war, magische Quadrate algebraisch zu behandeln,
sowie Bedingungen fiir deren Erstellung zu formulieren. Durch die Theorie
der modernen Algebra habe ich neun solche Forderungen aufstellen kénnen
(siehe Kapitel 13), sowie zwei Spezialfélle und bereits bestehende Methoden

gepriift.

Wihrend des Arbeitsprozesses ist mir das Ausmass dieses Themas klargewor-
den. In der mir zur Verfiigung gestandenen Zeit habe ich einige Bedingungen
herausgefunden, jedoch gébe es noch weitere Spezialfille, die zu untersuchen
sind.

62



Literatur

[1] Uni Kaiserslautern Andreas Gathmann.  Algebraische strukturen.
https://www.mathematik.uni-kl.de/ gathmann/class/ags-2017/
ags-2017.pdf#page=30&zoom=auto, -26, 139. Fingesehen am 30.
September 2019.

[2] Uni Bremen.  Kongruenz und modulorechnung.  http://www.
math.uni-bremen.de/didaktik/ma/ralbers/Veranstaltungen/
ArithmAP0809/Material/SkriptWiSe4_KongMod.pdf. Eingesehen am
15. Oktober 2018.

[3] Balz Biirgisser. Lineare diophantische Gleichungen.
[4] Balz Biirgisser. Magische quadrate (unveréffentlicht).

[5] Uni Hamburg. Surjektive, injektive und bijektive funktio-
nen. https://www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/
cm/al/0607/vorl03_ana.pdf. Eingesehen am 27. Dezember 2018.

[6] Vladimir Karpenko. Between magic and science: Numerical magic squa-
res. Ambiz, 1993.

[7] Lugowski-Wienert. Grundzige der Algebra Teil 1. B.G. Teubner.
[8] Lugowski-Wienert. Grundziige der Algebra Teil 2. B.G. Teubner.

[9] Jaques Sesiano. Construction of magic squares using the knight’s move
in islamic mathematics. Archive for History of Ezxact Science, 2003.

[10] Jaques Sesiano. Magic Squares. Springer, 2019.

[11] Christian Spannagel. Restklassen und korper. https:
//www.youtube.com/watch?v=P1LTE1H7Kjw&1list=PL6_
AeYXBHFOPw7eYyYbrHIugqxiFkAONUO&index=7. Eingesehen am 16.
September 2018.

[12] Christian Spannnagel. Restklassen und algebraische struktu-
ren.  https://www.youtube.com/watch?v=91bTabKYDrE&list=PL6_
AeYXBHFOPw7eYyYbrHIuqxiFkAONUO. Eingesehen am 25. August 2018.

[13] Christian Karpfinger und Kurt Meyberg. Algebra Gruppen-Ringe-
Kérper, volume 4. Springer.

[14] Warblow. Die indische methode. http://www.warblow.de/
DeSpAdditional-IV-dot-Die-indische-Methode-article-45-sop-fpdfpage.
html. Eingesehen am 26. November 2018.

63


https://www.mathematik.uni-kl.de/~gathmann/class/ags-2017/ags-2017.pdf#page=30&zoom=auto,-26,139
https://www.mathematik.uni-kl.de/~gathmann/class/ags-2017/ags-2017.pdf#page=30&zoom=auto,-26,139
http://www.math.uni-bremen.de/didaktik/ma/ralbers/Veranstaltungen/ArithmAP0809/Material/SkriptWiSe4_KongMod.pdf
http://www.math.uni-bremen.de/didaktik/ma/ralbers/Veranstaltungen/ArithmAP0809/Material/SkriptWiSe4_KongMod.pdf
http://www.math.uni-bremen.de/didaktik/ma/ralbers/Veranstaltungen/ArithmAP0809/Material/SkriptWiSe4_KongMod.pdf
https://www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/cm/a1/0607/vorl03_ana.pdf
https://www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/cm/a1/0607/vorl03_ana.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=P1LTElH7Kjw&list=PL6_AeYXBHF0Pw7eYyYbrHIuqxiFkAONUO&index=7
https://www.youtube.com/watch?v=P1LTElH7Kjw&list=PL6_AeYXBHF0Pw7eYyYbrHIuqxiFkAONUO&index=7
https://www.youtube.com/watch?v=P1LTElH7Kjw&list=PL6_AeYXBHF0Pw7eYyYbrHIuqxiFkAONUO&index=7
https://www.youtube.com/watch?v=91bTabKYDrE&list=PL6_AeYXBHF0Pw7eYyYbrHIuqxiFkAONUO
https://www.youtube.com/watch?v=91bTabKYDrE&list=PL6_AeYXBHF0Pw7eYyYbrHIuqxiFkAONUO
http://www.warblow.de/DeSpAdditional-IV-dot-Die-indische-Methode-article-45-sop-fpdfpage.html
http://www.warblow.de/DeSpAdditional-IV-dot-Die-indische-Methode-article-45-sop-fpdfpage.html
http://www.warblow.de/DeSpAdditional-IV-dot-Die-indische-Methode-article-45-sop-fpdfpage.html

[15] Wikipedia. Homomorphismus. https://de.wikipedia.org/wiki/
Homomorphismus#Homomor%20phismen_algebraischer_Strukturen.
Eingesehen am 30. September 2019.

[16] Wikipedia. Ringhomomorphismus. https://de.wikipedia.org/wiki/
Ringhomomorphismus. Eingesehen am 30. September 2019.

64


https://de.wikipedia.org/wiki/Homomorphismus#Homomor%20phismen_algebraischer_Strukturen
https://de.wikipedia.org/wiki/Homomorphismus#Homomor%20phismen_algebraischer_Strukturen
https://de.wikipedia.org/wiki/Ringhomomorphismus
https://de.wikipedia.org/wiki/Ringhomomorphismus

	Einleitung
	Magische Quadrate
	Definition
	Berechnung der magischen Zahl
	Literaturübersicht

	Grundlagen
	Bezeichnungen
	Algebraische Strukturen Lugo1, Lugo2, Spann1, Karp
	Gruppe
	Halbgruppe
	Ring
	Körper

	Homomorphismus Gathmann
	GruppenhomomorphismusWiki1
	Ringhomomorphismus Wiki2

	Bijektivität Hamburg

	Restklassenring
	Rechengesetze Bremen
	Restklassen und algebraische Strukturen
	Invertierbarkeit Burgi2, Spann2

	Zuordnung der Zahlen zuden Feldern
	Bezeichnungen
	X im n-er System
	Zahl-Feld Zuordnung
	Bijektivität von 

	Zeilensumme
	Formel für y in Abhängigkeit von i
	Formel für z in Abhängigkeit von i
	Injektivität von y und z
	Zeilensumme
	Zusammenfassung

	Spaltensumme
	Formel für y in Abhängigkeit von j
	Formel für z in Abhängigkeit von j
	Injektivität von y und z
	Spaltensumme
	Zusammenfassung

	Hauptdiagonalsumme
	Formel für y in Abhängigkeit von i
	Formel für z in Abhängigkeit von i
	Injektivität von y und z
	Hauptdiagonalsumme
	Zusammenfassung

	Nebendiagonalsumme
	Formel für y in Abhängigkeit von i
	Formel für z in Abhängigkeit von i
	Injektivität von y und z
	Nebendiagonalsumme
	Zusammenfassung

	Parität von n
	Spezialfälle der Hauptdiagonalen
	Umformulierung der Bedingungen
	Verhalten von y
	y-Summenteil
	Verhalten von z
	z-Summenteil
	Verifikation Hauptdiagonalsumme
	Der Fall `39`42`"613A``45`47`"603AggT(a-b,n)=n
	Der Fall `39`42`"613A``45`47`"603AggT(a-s+t-b,n)=n

	Spezialfälle der Nebendiagonalen
	Umformulierung der Bedingungen
	Verhalten von y
	y-Summenteil
	Verhalten von z
	z-Summenteil
	Verifikation Hauptdiagonalsumme
	Der Fall `39`42`"613A``45`47`"603AggT(a+b,n)=n
	Der Fall `39`42`"613A``45`47`"603AggT(a-s+b-t,n)=n

	Zusammenfassung
	Die indische Regel
	Rösslisprung
	Der Fall 3n
	Der Fall 3n
	Methode 1
	Methode 2


	Konstruktion
	Schlusswort

