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Abstract. Die vorliegende Maturaarbeit versucht folgende Fragestellung
zu beantworten: «Inwiefern lassen sich der Satz des Pythagoras und ihm
naheliegende Séitze auf das Dreidimensionale, sowie auf die Kugeloberfliache
verallgemeinern?»

Hierfiir ist es notwendig, sich auf einige Sédtze und Themengebiete einzu-
grenzen. Betrachtet werden deshalb der Satz des Pythagoras, die Umkehrung
des Satzes von Pythagoras, der Cosinussatz, der Héhen- sowie der Katheten-
satz und die sogenannten babylonischen Formeln. Bei letzteren handelt es
sich in der Planimetrie um drei Gleichungen, mithilfe deren man mit zwei
natiirlichen Zahlen m und n, wobei m > n vorausgesetzt wird, beliebig viele
pythagoreische Zahlentripel bilden kann. Diese Zahlentripel enthalten nur
natiirliche Komponenten und erfiillen die Gleichung a? + b? = ¢? .

Beziiglich der Verallgemeinerungen im Raum werden fiir den Satz des
Pythagoras, den Cosinussatz, die babylonische Formeln, sowie fiir drei Lem-
mata im Gebiet der babylonischen Formeln entsprechende Aussagen bewie-
sen. Hingegen wird die Verallgemeinerung der Umkehrung des Satzes von
Pythagoras in Tetraedern mittels eines Gegenbeispiels widerlegt. Fiir den
Hohen- und fiir den Kathetensatz, bleiben beweisbare Aussagen fiir den
Raum leider aus.

Beziiglich dem sphérischen Dreieck lassen sich fiir den Satz des Pythagoras,
die Umkehrung davon, den Cosinussatz, sowie fiir den Hohen- und den Ka-
thetensatz entsprechende Satze formulieren und beweisen. Zudem werden fiir
die genannten Satze auch sehr kleine sphérische Dreiecke betrachtet, um ap-
proximativ die Gleichungen der Planimetrie zu erhalten. In allen Féllen ist
dies erfolgreich. Das Gebiet der babylonischen Formeln erwies sich als einziges
schwerwiegendes Problem. Wohingegen aber alle moglichen pythagoreischen
Zahlentripel erfasst werden.
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1. Vorwort

Ein passendes Thema fiir meine Maturaarbeit zu finden war nicht gerade leicht, zumal
ich dies auch erwartet habe. Nach einiger Zeit intensiver Uberlegungen entschied ich
mich fiir eine mathematische Aufgabe. Fiir meine Wahl sprachen folgende Griinde: Zum
einen interessiere ich mich schon seit Jahren fiir Mathematik und zum anderen sagte mir
eine theoretische Arbeit mehr zu als eine experimentelle.

Mit dieser Begrenzung auf ein Fachgebiet war die Themenwahl jedoch noch lange nicht
erledigt. Auf meiner weiteren Suche notierte ich mir etwa beispielsweise Pythagoras, dem
diese Arbeit gewidmet sein sollte. Der Satz des Pythagoras an sich, sowie dessen Satz-
gruppe, interessierten mich schon einige Jahre zuvor. Dies mag wohl an der Einfachheit
und der doch sehr grossen Aussagekraft und Anwendbarkeit liegen. Einige Zeit spater
erhielt ich von meinem Betreuer Kopien von einigen Seiten des Buches [Von Fall zu
Fall Schneebeli, 1991], in denen die Thematik der Verallgemeinerung des Satzes von
Pythagoras ins Dreidimensionale angesprochen wird. Neben einer Handvoll anregender
Fragestellungen bzw. Aufgaben sind jedoch nur einige Ideen und Definitionsvorschliage
enthalten.

Die Idee der Verallgemeinerung hat mich so fasziniert, dass sie Gegenstand dieser Ma-
turaarbeit wurde. Dabei konnte ich aus den vorgeschlagenen Definitionen einen Gross-
teil meiner Untersuchungen erarbeiten. Im Laufe meiner Beschéftigung zeigte sich die
Moglichkeit die Idee der Verallgemeinerung auch auf ganz andere Dreiecke anzuwenden.
Gliicklicherweise konnte ich den so gefassten Ansatz beziiglich sphérischen Dreiecken
weiterverfolgen und ihn als zweiten Teil meiner Arbeit zu Papier bringen.

Ganz alleine hétte ich diese Maturaarbeit unmoglich so zustandegebracht. Deshalb
mochte ich hier meinen herzlichsten Dank an folgende Personen aussprechen, welche
mich tatkraftig bei meinem Vorhaben unterstiitzt haben.

So ist dies als erstes mein Mathematiklehrer Herr Franz Meier, der mir bei Themen-
wahl und Umsetzung der ganzen Maturaarbeit beistand und so dieses Vorhaben iiber-
haupt moglich machte. Weiter danke ich meinen Eltern Aurelia und Anton Reding sowie
meinem Bruder Felix fiir das Gegenlesen und die hilfreichen Hinweise zur Verbesserung
meiner hauptséichlich zu Hause geschriebenen Arbeit.



2. Einleitung

Um zu verallgemeinern brauchen wir erst einmal etwas verallgemeinerbares. Hierfiir be-
trachten wir die Planimetrie, also die Geometrie in der Ebene. Da dies aber ein immens
grosses Themengebiet darstellt, schranken wir uns hier auf das folgende ein. Die Auf-
gabe soll darin bestehen, den Satz des Pythagoras, die Umkehrung dieses Satzes, den
Cosinussatz, sowie den Hohen- und Kathetensatz zu verallgemeinern. Zudem sollen auch
die babylonischen Formeln, sowie zwei Sétze aus dem Buch [Hoehn u. Huber, 2005] ver-
allgemeinert werden.

Bei den babylonischen Formeln handelt es sich um drei Gleichungen, mithilfe deren
man pythagoreische Zahlentripel (a, b, ¢) finden kann. Pythagoreisch heisst hier, dass «,
b und ¢ natiirliche Zahlen sind und a? + b? = ¢? gilt.

Die Verallgemeinerung an sich muss aber zwingendermassen auch eingeschrénkt wer-
den. So sind die genannten Sdtze samt Definitionen auf den Raum und auf die Kugel-
oberflache zu verallgemeinern.

In einem ersten Teil betrachten wir die Verallgemeinerungen im Raum. Dies geschieht
mittels Tetraedern. Im Kapitel 3.1.1 auf Seite 4 wird der Satz des Pythagoras verallge-
meinert. Damit wird der Grundstein fiir die darauffolgenden auf den Raum bezogenen
Kapitel gelegt. Im Gegensatz dazu lésst sich die Umkehrung des Satzes von Pythagoras
im darauffolgenden Kapitel mithilfe eines Gegenbeispieles widerlegen.

Der Cosinussatz wies die ersten grosseren Schwierigkeiten auf. In der Planimetrie
verwendet er einen Winkel. Um diesen zu verallgemeinern gibt es aber mehrere Moglich-
keiten. Es bietet sich zum Beispiel an, in der verallgemeinerten Form den entsprechenden
Raumwinkel zu betrachten. Dies erweist sich allerdings nicht als sonderlich hilfreich. Es
liess sich aber, wie in Kapitel 3.1.3 auf Seite 7 festgehalten ein vektorieller Beweis mit
Kantenwinkeln durchfiihren.

Der Hohen- sowie der Kathetensatz konnten leider nicht verallgemeinert werden. Das
Vorhaben scheiterte an einer geeigneten Definition der Hohe im Tetraeder.

Im Kapitel 3.1.5 auf Seite 9 finden sich zum Gebiet der babylonischen Formeln die-
se selbst, sowie drei Lemmata in verallgemeinerter Form. Fiir den ersten Satz werden
Beobachtungen aufgestellt, welche zum Teil aber nachfolgend widerlegt werden. Da der
zweite Satz den ersten Satz bedingt, ist es unter diesen Voraussetzungen leider unmdog-
lich ihn zu verallgemeinern.

Der zweite Teil dieser Arbeit befasst sich mit den Verallgemeinerungen auf das sphé-
rische Dreieck. Um Aussagen auf der Kugeloberfliche zu beweisen ist es sehr hilfreich
zuerst den Seitencosinussatz zu beweisen. Er entspricht der Verallgemeinerung des Co-
sinussatzes. Im Kapitel 3.2.2 auf Seite 15 ist es dann moglich den Satz des Pythagoras
zu verallgemeinern.

In der sphéarischen Geometrie gibt es einige interessante Beobachtungen, die man
macht, wenn man sich mit ihr befasst. So kénnen zum Beispiel alle Strecken als Winkel
aufgefasst werden. Zudem ist es auch méglich die Ebene als Kugel mit unendlich grossem
Radius zu verstehen. Bei allen Verallgemeinerungen habe ich deshalb versucht fiir diesen



Spezialfall approximativ die Sétze aus der Planimetrie zu erhalten, was in allen Féllen
funktionierte.

Die Umkehrung des Satzes von Pythagoras ldsst sich im Gegensatz zur Verallgemei-
nerung im Raum ohne weiteres beweisen. Dies gilt auch fiir Héhen- und Kathetensatz,
wobei hier der Beweis ein wenig langer wird.

Beziiglich den babylonischen Formeln lasst sich aber im Vergleich zum Ansatz mit Te-
traedern klaglich wenig aussagen. Im Bogenmass entfallen hier jegliche pytagoréischen
Zahlentripel. Im Gradmass lassen sich aber die endlich vielen pythagoreischen Zahlen-
tripel erfassen.



3. Untersuchungen

3.1. Tetraeder

Um den Satz des Pythagoras und ihm naheliegende Sétze auf das Dreidimensionale zu
verallgemeinern, bietet sich der nachfolgende Ansatz zu Tetraedern an, welcher auch in
[Schneebeli, 1991, S.53ff.] zu finden ist.

Um sich mit den folgenden Abschnitten serits befassen zu konnen, ist es unerlésslich
den gleichen Begriff von einem Tetraeder zu haben. Ein Tetraeder bezeichne deshalb in
dieser Arbeit einen durch vier Punkte im Raum bestimmten Korper. Das Tetraeder ist
der durch die vier Dreiecke, welche die vier Punkte aufspannen, begrenzte Korper.

3.1.1. Satz des Pythagoras

Um den Satz des Pythagoras auf ein Tetraeder zu verallgemeinern, miissen Begrifflich-
keiten wie Kathete, Hypotenuse und Rechtwinklichkeit beziiglich Tetraedern neu und
eindeutig definiert werden. Folgende Definitionen sind moéglich und von mir als sinnvoll
erachtet.!

rechtwinkliges Tetraeder bezeichnet ein Tetraeder, bei welchem in einem Eckpunkt
die Seiten jeweils paarweise senkrecht aufeinander stehen. An dieser Ecke soll der
rechte Winkel des Tetraeders liegen.

Kathetenflache bezeichnet eines der ein rechtwinkliges Tetraeder begrenzenden Dreie-
cke. Es handelt sich dabei um ein am rechten Winkel liegendes Dreieck. In einem
solchen Tetraeder gibt es immer genau drei Kathetenflichen, welche dementspre-
chend rechtwinklige Dreiecke sind.

Hypotenusenflache bezeichnet das das rechtwinklige Tetraeder begrenzende Dreieck,
welches keine Kathetenfliche ist und somit nur spitze Winkel? besitzt.

Es soll nun fiir eine sinnvolle Verallgemeinerung einen Zusammenhang zwischen den
Katheten- und Hypotenusenflachen geben, der an den Satz des Pythagoras aus der Pla-
nimetrie erinnert. Die Definitionen sind so gewéhlt, dass es naheliegt folgende Hypothese
zu beweisen:

«Die Summe der Quadrate der Flacheninhalte der Kathetenflachen ist dem Quadrat
des Flacheninhaltes der Hypotenusenfliache gleich.»

Seien A, B, C und D vier Punkte, sodass diese ein rechtwinkliges Tetraeder bilden, bei
dem der Punkt D der Hypotenusenfliche & gegeniiberliegt. Die Dreiecke BC'D, AC'D
und ABD erhalten die Namen o/, Z und €. a, b und ¢ bezeichnen dabei die paarweise
senkrechten Seiten wie in Abbildung 1 auf der néachsten Seite dargestellt.

1Vgl. auch [Schneebeli, 1991, S.53]
2folgt aus der rechtwinkligen Eigenschaft des Tetraeders



Abbildung 1: rechtwinkliges Tetraeder

Fiir die Kathetenflichen gilt also:

axb

7 = 2
%):b*c
2
_CL*C
2

Mithilfe des Vektorproduktes lasst sich auch die Hypotenusenfliche berechnen:

B | BC' x BA | Va2 x+a’x P
- 2 B 2
Wenn wir jetzt die Quadrate bilden erhalten wir folgende immer giiltige Gleichung;:

9

a?*x 0+ 0% x 2 +a®*c?
4
Somit haben wir die obige Hypothese bewiesen und eine mogliche giiltige Verallge-
meinerung gefunden. [
Tetraeder, die diese Gleichung erfiillen werde ich in dieser Arbeit pythagoreische Te-
traeder nennen. Dies ist angelehnt an den Begriff der pythagoreischen Dreiecke. Dieser
Begriff wird insbesondere im néchsten Kapitel von Bedeutung sein.

A+ B+ € = =9

pythagoreisches Tetraeder bezeichnet ein Tetraeder, bei dem die Summe der Quadra-
te der Fldcheninhalte dreier Seitenflichen dem Quadrat des Fldcheninhaltes der
vierten Seitenfliche gleich ist.



3.1.2. Umkehrung des Satzes

In der Ebene gilt die Umkehrung des Satzes von Pythagoras.® Dementsprechend ist ein
Dreieck rechtwinklig, wenn fiir die drei Seiten a, b und c gilt: a®>+ b = ¢? Die Seite c liegt
dann dem rechten Winkel gegeniiber. Fiir die Verallgemeinerung beziiglich Tetraedern
miisste nun gelten: «Alle pythagoreischen Tetraeder sind rechtwinklige Tetraeder».

Dies gilt aber nicht. Um das mit einem Gegenbeispiel zu beweisen, seien A(2,2,3),
B(1,0,0), C(0,1,0) und D(0,0,0) vier Punkte im Raum. Diese bilden, wie man einfach
sieht, ein nicht rechtwinkliges Tetraeder, wie in Abbildung 2 dargestellt.

Abbildung 2: nicht rechtwinkliges, aber pythagoreisches Tetraeder

Die Fldcheninhalte der vier Seitenflachen lassen sich wie folgt berechnen:
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3Beweis siehe A.2 auf Seite 25



Quadrieren aller und Addieren der ersten drei Werte ergibt schliesslich:

13+13+1 27
_— = — = 92
4 4

Somit haben wir ein nicht rechtwinkliges, aber pythagoreisches Tetraeder gefunden.
Damit ist gezeigt, dass die Umkehrung dieser Verallgemeinerung des Satzes von Pytha-

goras nicht giiltig ist. [J

o+ B+ 6% =

An dieser Stelle ergibt sich die Fragestellung, wie die pythagoreischen Tetraeder cha-
rakterisiert werden konnen, da sie, wie oben gezeigt, nicht rechtwinklig zu sein haben.
Um dies zu untersuchen, bietet sich folgender Ansatz an: Die Punkte A, B und C' eines
rechtwinkligen Tetraeders werden festgehalten und fiir den Punkt D bestimmt man den
geometrischen Ort.

Leider war es mir aber nicht moglich diesen Ort qualitativ oder einfach in Worten
zu beschreiben. Mithilfe der Ausgangsgleichung @7? + %2 + ¢* = 2? und den Punk-
ten A(a,0,0),B(0,0,0),C(0,0,c) sowie D(z,y,z) konnte ich aber eine Gleichung in
a,b,c,x,y und z aufstellen. Die Werte a,b und ¢ sind in diesem Zusammenhang Pa-
rameter, fiir welche sich beliebige Werte (# 0) einsetzen lassen. Wenn x = y = z = 0
gilt ist das Tetraeder ein rechtwinkliges. Die gefundene Gleichung erinnerte mich an eine
Gleichung eines Ellipsoides. Mir war es aber nicht moglich sie in eine Form zu bringen,
mit der dies gezeigt wire. Gemaéss [Schneebeli, 1991, S.58] ist die beschriebene Fliche
aber effektiv ein Ellipsoid.

3.1.3. Cosinussatz

Den Cosinussatz und somit ein allgemeinerer Satz als der von Pythagoras bereitete mehr
Schwierigkeiten. Im Gegensatz zum Satz von Pythagoras ist nun auch ein Winkel gefragt.
Da ich beim Schritt vom Dreieck zum Tetraeder Seiten zu Seitenflichen werden liess,
versuchte ich in einem ersten Anlauf Raumwinkel zu verwenden. Geméss [Schneebeli,
1991, S. 56| ist ein Raumwinkel «der Flécheninhalt des Kugeldreiecks auf der Einheits-
kugel iiber der Spitze des Dreikants, das zu einer Ecke gehort». Leider konnte ich dadurch
nichts Niitzliches finden.

In einem zweiten Anlauf, den ich ungeachtet der Winkelfrage in Angriff nahm, schei-
terte ich an der Verallgemeinerung der Hohe, welche ich fiir den Beweis des Cosinussatzes
zu brauchen glaubte.?

Dies stellte sich aber nicht als notwendig heraus. Denn mithilfe eines vektoriellen
Beweises fiir den Cosinussatz® konnte ich schliesslich doch eine Verallgemeinerung fiir
Tetraeder finden.

Seien hierfiir @, g, ¢und d die auf die Seitenfliichen des Tetraeders senkrecht stehenden
Vektoren, wobei diese nach aussen gerichtet sein sollen. Thre Lange soll jeweils dem
Fldacheninhalt der Seitenfliche entsprechen, zu der sie senkrecht stehen. Dabei sei d der

4ygl. auch Kapitel 3.1.4 auf der niichsten Seite zu Hohen- und Kathetensatz
Ssiche A.3 auf Seite 25



zur Hypotenusenflache senkrechtstehende Vektor. Die zugehorigen Kathetenflichen zu
den Vektoren da, b und  seien .« , # und €.

Seien weiter « der kleinste Schnittwinkel zwischen % und €, 8 der kleinste Schnitt-
winkel zwischen &7 und %, sowie ~ der kleinste Schnittwinkel zwischen & und .

Da die obigen Vektoren jeweils senkrecht zu einer Seitenfldche stehen, gelten folgende
Gleichungen:©
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Woraus folgt:

—d=a+b+¢
Das Skalarprodukt von —d mit sich selber gebildet ergibt:
(—d)- (~d)=(@+b+2) - (@+D+0)

Ausmultipliziert und zusammengefasst ergibt das:

-

P=®++ +2%(@-b+b-

— —

ct+a-c
Dies kann wie folgt umgeformt werden:
d*=a>+ b+ +2x (axbxcos(m — ) + axcxcos(m — ) + bx*cxcos(m — a))
Was dquivalent ist zu:
d? = a® 4+ b* + 2 — 2(abcosy + accos B + becos a) (2)

Somit ist eine Verallgemeinerung des Cosinussatzes fiir Tetraeder gefunden, welche
sich zyklisch vertauschen lisst und an den Cosinussatz aus der Planimetrie erinnert.®

3.1.4. Hohen- und Kathetensatz

Der Hohen- und der Kathetensatz brauchen die Hohe zur Hypotenuse. Dies auf Tetraeder
zu verallgemeinern, ist jedoch nicht so einfach. Zum einen muss die Héhe nun eine
Fliche sein, damit man eine Gleichung der Form h? = p * ¢ aufstellen kann. Ein anderes
Problem erweist sich in den Hypotenusenabschnitten p und ¢. Von diesen muss es nun
drei geben, damit es entsprechende Gleichungen fiir die drei Kathetenflichen geben kann.
Eine Hohenfliche zu definieren, welche die Hypotenusenfliache in drei Fléachen aufteilt,
ist aber unvorstellbar. Aus diesen Griinden und vielen gescheiterten Versuchen muss ich
dieses Kapitel leider bei dieser Kiirze belassen.

SErliuterungen in A.4 auf Seite 25
"Beweis siehe A.5 auf Seite 26
8Gleichung 2 findet sich auch bei [Schneebeli, 1991, S.59], jedoch ohne Herleitung



3.1.5. Babylonische Formeln

Mithilfe der sogenannten babylonischen Formeln lassen sich aus zwei natiirlichen Zahlen
m und n natiirliche Zahlen a, b und ¢ bilden, fiir welche a? + v* = ¢? gilt. Es handelt
sich dabei um folgende Gleichungen

a=m?—n?
b=2xm=x*n

c:m2+n2

mit den Bedingungen m,n € N und m > n.° Beispielsweise erhilt man fiir die Werte m =
2 und n = 1 das Tripel (3,4, 5). Diese Tripel nennt man pythagoreische Zahlentripel
(PZT), da alle Komponenten natiirliche Zahlen sind und die Gleichung a? + b* = ¢?
erfiillt ist.

Ein pythagoreisches Zahlentripel (a, b, ¢) nennt man primitiv, wenn a, b und c teiler-
fremd sind. Mit den babylonischen Formeln kann man jedoch nicht alle pythagoreischen
Zahlentripel bilden. Es gelten aber folgende Sétze:'°

Lemma 1 Somit ist ein pythagoreisches Zahlentripel (a, b, ¢) genau dann primitiv, wenn
irgend zwei seiner Komponenten teilerfremd sind.!!

Lemma 2 Ist (a,b,c) ein beliebiges primitives PZT, so ist ¢ ungerade, und a und b
haben verschiedene Paritit.!? 13

Satz 1 Gegeben sind die natiirlichen Zahlen m und n, wobei m > n vorausgesetzt wird.
Sind die Zahlen m und n teilerfremd und haben sie verschiedene Paritét, so ist das
pythagoreische Zahlentripel (m? — n?, 2mn, m? + n?) primitiv.*

Satz 2 Zu jedem primitiven pythagoreischen Zahlentripel (a, b, ¢) mit ungeradem a gibt
es zwei teilerfremde natiirliche Zahlen m und n mit m > n und von verschiedener
Paritéit, so dass die babylonischen Formeln erfiillt sind, das heisst: a = m? — n?,
b=2mn, c = m? 4+ n?

Zudem ist das Paar (m,n) durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt.'®

9Beweis siche A.6.1 auf Seite 27

19 Aus [Hoehn u. Huber, 2005, S. 39)

1 Beweis siche A.6.2 auf Seite 27

127+wei Zahlen haben verschiedene Paritit, wenn eine von ihnen gerade und die andere ungerade ist.
13Beweis sieche A.6.3 auf Seite 28

l4Beweis siche A.6.4 auf Seite 28

15Beweis siche A.6.5 auf Seite 28



Eine mogliche Verallgemeinerung der obigen babylonischen Formeln fand ich in diesen
Gleichungen:

a = m’+n’—p°
b = 2mp
c = 2np
d = m*+n®+p°

Mit m, n und p € N und m? + n? > p%. Um die Richtigkeit zu beweisen bilden wir
zuerst die Quadrate:

@ = mint+pt 4 2omn® — 2m2p? — 2m2p?
Vo= 4m?p?
¢ = 4n?p?

P = mt 0t pt 4 2m2n? + 202p? + 2m2p?
Und es gilt:
CL2 + b2 + 02 — d2
Womit die Gleichungen ihren Zweck erfiillen. [
Als nichstes werden wir uns ein wenig genauer mit primitiven'® pythagoreischen Zah-
lenquadrupeln (PZQ) (a, b, ¢, d) auseinandersetzen. Vorerst heisst es, eine Aussage dhn-

lich obigem Lemma 1, zu beweisen. Angesichts der Beweisfithrung!” liegt folgende Be-
hauptung nahe:

Lemma 3 Ein pythagoreisches Zahlenquadrupel (a, b, ¢, d) ist genau dann primitiv, wenn
irgend drei seiner Komponenten teilerfremd sind.

Unter der Annahme, dass drei der Komponenten teilerfremd sind, gilt auch, dass alle
vier Komponenten teilerfremd sind. Haben drei Komponenten hingegen einen gemeinsa-
men Teiler ¢ # 1, und seien dies beispielsweise a, b und d so gilt gemiss ¢? = d? —a% —b?,
dass t auch ¢? teilt. Somit gibt es auch einen Primteiler 7, der ¢ teilt. Womit klar ist,
dass in diesem Fall alle Komponenten einen gemeinsamen Teiler besitzen. [

Fiir eine Aussage beziiglich Lemma 2 bietet sich die folgende an:

Lemma 4 Ist (a,b, c,d) ein primitives PZQ, so ist d ungerade und genau zwei der iibri-
gen Komponenten sind gerade.

Fiir den Beweis verwenden wir Lemma 3, nach dem das primitive PZQ hochstens zwei
gerade Komponenten enthélt. Nun wollen wir annehmen, dass a, b und ¢ ungerade sind.
Folglich gibt es natiirliche Zahlen k, [ und m, sodass

= 2k—-1
b = 21—-1
c = 2m—1

16analog zu den PZT miissen alle Komponenten teilerfremd sein
7siehe A.6.2 auf Seite 27
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Da es sich um ein pythagoreisches Zahlenquadrupel handelt diirfen wir folgendes
schreiben:

& = 40+
= (2k—-12+ 20 —1)*+(2m—1)?
= 4k — 4k +14+4P — 4+ 1+4m* —4m +1
= 4k 44 +4m* — 4k — 4l —4m + 3

Folglich ist d?, wie auch d ungerade. Somit sind d®> — 1, d — 1 und d + 1 gerade. Es gilt
weiter:

=1 = 4P +4P +4m® — 4k — 4l — dm + 2
(d—1)(d+1) = 4k* +41° +4m?* — 4k — 4l — 4m + 2

Da aber das Produkt zweier gerader Zahlen immer eine durch 4 teilbare Zahl ergibt,
kann d? — 1 und folglich auch d?, sowie d keine ganze Zahl sein. Somit ist die Annahme,
dass a, b und ¢ ungerade seien, falsch.

Nehmen wir also an, zwei dieser Zahlen seien ungerade, und eine sei gerade. In diesem
Beispiel sei ¢ gerade. Folglich gibt es natiirliche Zahlen k, [ und m, sodass

a = 2k—1
b = 20—-1
c = 2m

Es lasst sich schreiben:

P = a+b+
= (2k—1)*+ (20 — 1)* + (2m)?
= 4k* — 4k + 1+ 417 — 4+ 1 +4m?
= AP+ AP +4m® — 4k — 4l + 2

d? muss also gerade sein, jedoch ist d? nicht durch 4 teilbar, also kann d keine ganze
Zahl sein. Was die Annahme, dass genau eine der Komponenten a, b und ¢ gerade sei,
widerlegt. Es bleibt nun nur noch die Méglichkeit, dass genau zwei der Komponenten a,
b und c¢ gerade sind, sowie dass d ungerade ist. [

An dieser Stelle mochte ich noch ein weiteres Lemma einfiigen, welches fiir pythagore-
ische Zahlentripel in der Literatur'® zwar bewiesen, jedoch nicht als Lemma formuliert
wurde.

Lemma 5 Ist (a,b, ¢, d) ein primitives PZQ, welches mit den obigen babylonischen For-
meln gebildet wurde, so sind die Zahlen m, n und p teilerfremd.

18[Hoehn u. Huber, 2005, S.37]
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Wir beweisen die Kontraposition und nehmen an, m, n und p haben einen gemeinsa-
men Teiler ¢ # 1. Wegen den babylonischen Formeln fiir PZQ

a = m*+n?— p2
b = 2mp
c = 2np
d = m*+n°+p°

teilt dann ¢ auch a, b, ¢ und d, was bedeutet, dass das PZQ (a,b, ¢, d) nicht primitiv
ist. Somit ist Lemma 5 bewiesen. []

Um eine Varallgemeinerung des Satzes 1 zu finden, notierte ich mir vorerst eine Menge
Beispiele. Diese untersuchte ich dann auf eine Gesetzméssigkeit, wie sie der Satz 1 bei
pythagoreischen Zahlentripeln beschreibt. Fiir die untersuchten Werte fiir m, n und p,
sowie die daraus resultierenden Zahlenquadrupel (a,b, ¢, d) galten die folgenden Beob-
achtungen.

e Sind m, n und p ungerade, teilerfremde, natiirliche Zahlen mit m? + n? > p?, so
ist (m? +n? — p?, 2mp, 2np, m* + n?® + p?) ein primitives pythagoreisches Zahlen-
quadrupel.

e Sind m, n und p teilerfremde, natiirliche Zahlen mit m? + n? > p?, wobei genau
eine der drei ungerade ist, so ist (m?+n?—p?, 2mp, 2np, m?+n?+p?) ein primitives
pythagoreisches Zahlenquadrupel.

Entsprechend dem Satz 1 aus der Literatur formulierte ich fiir die erste Beobachtung
die Kontraposition: Hierfiir sei (m?+n?—p?, 2mp, 2np, m? +n?+p?) ein nicht primitives
pythagoreisches Zahlenquadrupel. Es gilt nun zu zeigen, dass mindestens eine der Zahlen
m, n und p gerade ist oder dass diese nicht teilerfremd sind.

Sei also t # 1 der grosste gemeinsame Teiler der Komponenten des PZQs. Falls ¢
gerade ist so ist die Komponente m? + n? + p? zwingendermassen auch gerade. Folglich
koénnen nicht alle drei Summanden ungerade sein. Zudem ist dann auch mindestens eine
der Zahlen m, n und p gerade, wie zu zeigen ist.

Ahnlich verhilt es sich bei der zweiten Beobachtung: Es sei wiederum (m? + n? —
P2, 2mp, 2np, m* +n? + p?) ein nicht primitives pythagoreisches Zahlenquadrupel. Es gilt
nun zu zeigen, dass nicht genau eine der Zahlen m, n und p ungerade ist oder dass diese
nicht teilerfremd sind.

Sei also t # 1 der grosste gemeinsame Teiler der Komponenten des PZQs. Falls ¢
gerade ist so ist die Komponente m? + n? + p? zwingendermassen auch gerade. Folglich
sind alle oder genau eine der Zahlen m, n und p gerade. Es kann also nicht genau eine
ungerade sein, wie zu zeigen ist.

Es ist aber unerlésslich, dass die Beobachtung auch fiir ein ungerades ¢ stimmt. Dies
gelang mir aber leider nicht zu zeigen. Hingegen war es mir moglich fiir die erste Beob-
achtung ein Gegenbeispiel zu finden.
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Es seien hierfiir m = 13, n = 9 und p = 5. Wie man einfach sieht, sind das drei ungera-
de, natiirliche und teilerfremde Zahlen. Das zugehorige pythagoreische Zahlenquadrupel
(m2+n?—p? 2mp, 2np, m? +n? + p?) ist also (225, 130,90, 275). Der grisste gemeinsame
Teiler der Komponenten ist aber 5 und somit offensichtlicherweise # 1. Folglich handelt
es sich nicht um ein primitives pythagoreisches Zahlenquadrupel. Womit die Behauptung
widerlegt ist. [J
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3.2. Spharik

Die folgenden Abschnitte befassen sich mit einer anderen Verallgemeinerungsvariante. Es
handelt sich dabei um sphérische Dreiecke. Das Ziel ist es, ahnlich wie beim Abschnitt 3.1
auf Seite 4, Sétze im Zusammenhang mit dem Satz des Pythagoras beziiglich Dreiecken
auf der Kugeloberflache zu verallgemeinern.

Die sphérischen Dreiecke sind, falls nicht anders vermerkt, auf den Einheitskugel. Alle
Winkel sind der Einfachheit halber im Bogenmass angegeben.

3.2.1. Seitencosinussatz

Um sich einer Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras auf der Kugeloberfliche
anzunédhern, empfiehlt es sich zuerst den Seitencosinussatz zu beweisen.

Ein sphérisches Dreieck ABC' lisst sich auf der Kugeloberfliche so verschieben, dass
die Ecke C' auf den Punkt (0,0, 1) zu liegen kommt und dass die Ecke A in der zz-Ebene
zu liegen kommt, wie in Abbildung 3 dargestellt.

Abbildung 3: sphérisches Dreieck

A hat nun die Koordinaten (sinb, 0, cosb). Fiir den Punkt B lésst sich Koordinate fiir
Koordinate (sinacos~,sinasin-y,cosa) finden. Mithilfe des Skalarproduktes lésst sich
folgende Gleichung aufstellen:

sin b sin a cos 7y
0 - | sinasinvy
MA-MB cosb cosa
COSC = ——= =
MAxMB Ix1
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Ausmultiplizieren gibt den Seitencosinussatz:

cos ¢ = cosacosb + sinasinbcosy (3)

Die Ebene kann als Grenzwert einer Kugel mit gegen unendlich gehendem Radius
aufgefasst werden. Wenn wir nun den Radius gegen unendlich gehen lassen, gehen die
Seiten a, b und ¢ unseres sphéarischen Dreiecks gegen 0. Also stellt sich nun die Frage was
aus dem Seitencosinussatz wird, wenn wir ganz kleine Werte fiir die Seiten verwenden.

Gemaiss Taylor-Reihe verhalten sich die Sinus- und Cosinusfunktionen fiir ganz kleine
Werte folgendermassen:

sinx ~ x

cosr ~ 11— —

Eingesetzt in den Seitencosinussatz (vgl. Gleichung 3) erhalten wir:

2 2 b2

1—%% (1—%)(1—5)4-(1*[)*(308’)/
Ausmultiplizieren ergibt:
2 2 2 2}2
1—%%1—a _2‘_ +a4 + ab cos

Der Term vierten Grades kann vernachléssigt werden:

& ad b
2 2
A =~ a®+ b —2abcosy

— abcosy

Und wir erhalten den Cosinussatz aus der Planimetrie, der sich noch beliebig zyklisch
vertauschen lisst.!?

3.2.2. Satz des Pythagoras

Eine Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras im sphérischen Dreieck lasst sich mit
dem Seitencosinussatz herleiten. Hierfiir setzen wir v = 7.

) ) T
cosc = cosacosb-+sinasinbcos — = cosacosb

COS € = CcoSacosb (4)

Und schon ist ein sphirischer Pythagoras gefunden.?’ [J

1dee aus [Walser, 2015, S.1f.]
20Tdee aus [Walser, 2015, S.9]
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Fiir die Ebene als Kugel mit sehr grossem Radius erhalten wir approximativ:

c? a? b? a? b ad?b?
- Sra-YHu-2y=q -2 _Z_ 27
~a-Da-5)

Was, nachdem wir den Term vierten Grades wegen Vernachlassigbarkeit entfernt ha-
ben, dem Satz des Pythagoras aus der Planimetrie entspricht:2!

& ~a?+ b
3.2.3. Umkehrung des Satzes

Es gelte cos ¢ = cosacosb in einem sphérischen Dreieck mit den Seiten a, b und c¢. Nach
dem Seitencosinussatz gilt:

cos ¢ = cos a cos b+ sina sin b cos y
Aus den Gegebenheiten folgt nun:
0 =sinasinbcosy

Da es sich um ein sphérisches Dreieck handelt liegen die Werte fiir @ und b im Intervall
]0, 7[ und es folgt daraus cosy = 0, was in diesem Fall nur fiir v = 7 mdglich ist. O

3.2.4. Hohensatz

Fiir die Verallgemeinerung des Hohensatzes auf die Kugeloberflache, sei ABC' ein sphé-
risches rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b, sowie der Hypotenuse c. H sei
der Hohenfusspunkt auf der Seite c. Es sei weiter h die Strecke von H nach C, p die
Strecke von A nach H und ¢ die Strecke von B nach H.

Aufgrund des sphérischen Satzes des Pythagoras (vgl. Gleichung 4 auf der vorherigen
Seite) gilt:

cosb = cosp * cosh

coSa = cos q * cos h
Multiplizieren der beiden Gleichungen ergibt:
cos q * cos h * cosp * cosh = cosa * cosb = cosc = cos(p + q)
Mithilfe des Additionstheorems fiir die Cosinusfunktion erhalten wir:
COS P * COS ¢ — Sin p * Sin ¢ = COS P * COS q * cos® h

Was dquivalent ist zu: ' .
sin p * sin

cos?h =1 — 2LPTERG

COS P * COS ¢

2Tdee aus [Walser, 2015, S.9f/]
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Oder besser: . )
sin p * sin
SWMpFomg 1 —cos’h =sin’h
COS P * COS ¢

Wenn wir das jetzt noch mithilfe der Tangensfunktion ausdriicken, erhalten wir schliess-
lich:
tan p * tan ¢ = sin® h (5)

Was der Verallgemeinerung des Hohensatzes im sphérischen Dreieck entspricht. [
Dieser Satz ldsst sich wie die vorherigen auch fiir ganz kleine sphérische Dreiecke
betrachten, um so die Ebene anzunédhern. Dabei werden p, ¢ und A sehr klein. Geméss

Taylor-Reihe gilt approximativ:
tanx =~ x

Woraus folgt:
pxq~h?

Was auch dem Hohensatz aus der Planimetrie entspricht.

3.2.5. Kathetensatz

Fiir die Verallgemeinerung des Kathetensatzes verwenden wir das Dreieck ABC aus
Kapitel 3.2.4 auf der vorherigen Seite.
Geméss sphérischem Pythagoras (vgl. Gleichung 4 auf Seite 15) gilt:

cosa = cos g * cos h
Quadrieren ergibt:

cos’a = cos®q#*cos’h

cos’a = cos’qx (1 —sin*h)

Unter Verwendung des sphérischen Hohensatzes (vgl. 5) erhalten wir:

cos’a = cos®qx* (1 —tanptangq)
9 9 5 sinpsing
cos’a = cos”q— cost q——
COS P COS ¢
2 . .
o cos’qcosp — sinpsingcosq
cos‘a =
cosp
5 , . .COosq
cos“a = (cospcosq — sinpsing)
cosp

Nach Additionstheorem kénnen wir das wie folgt umformen:

cos q

cos® a = cos(p + q)
cos p
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Und wir erhalten folgende Gleichung, welche dem Kathetensatz einigermassen dhnlich
sieht:

9 cos
cos“a = cos ¢
Cosp
Analog erhélt man:
9, COSp
cos” b = cos ¢
cos q

Fiir ganz kleine sphérische Dreiecke 1asst sich auch hier approximativ der Kathetensatz
aus der Planimetrie herleiten. Dabei gehen alle vorhandenen Strecken gegen 0. Wir haben
also gemass Taylor-Reihe:

2
(1_a_2) ~ (1_C_Q)ﬂ
’ 2 (1-2)
a4 62 q2 C2q2 1
l—a®+— ~ (1———— 4+
T =g -9+t 7)i»

2

Die Terme vierten Grades kénnen wiederum vernachléassigt werden:

1—a® =~ 2--¢

2 —p?

1-a®)2-p") = 2-—¢
2_2a2_p2+a2p2 ~ 2_62_(]2

Q

242 A4 q® — p? + a?p?

Die Terme vierten Grades kénnen wiederum vernachlassigt werden und ¢ kann als
p + q ausgedriickt werden.

202 = (p+q)°+¢ -9
20> ~ 2¢°+ 2pq
a* ~ ¢ +pg
a® =~ q(p+q)
a> ~ cxq
Analog dazu findet man:
V~cxp

Was dem Kathetensatz aus der Planimetrie entspricht.

3.2.6. Babylonische Formeln

Als grosstes Problem beim Finden von Gleichungen im Sinne der babylonischen Formeln
stellt sich die Begrenztheit der Grosse eines sphéarischen Dreiecks heraus. Die Fliche eines
solchen Dreiecks auf der Einheitskugel, bleibt stets kleiner als 2.

Im Bogenmass machen deshalb pythagoreische Zahlentripel keinen Sinn, da die Zahlen
natiirlich zu sein brauchten.
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Im Gradmass liasst sich da schon etwas mehr machen, trotzdem bleibt die Ausbeute
gering. Als brauchbare Cosinuswerte von natiirlichen Gradzahlen, welche ja beim sphé-
rischen Pythagoras gebraucht werden, stellen sich nur die folgenden heraus:

cos(30°) = V/3/2
cos(45°) = V2/2
cos(60°) = 1/2
cos(90°) = 0
cos(120°) = —1/2
cos(135°) = —v/2/2
cos(150°) = —/3/2

Nun gibt es die folgenden moglichen PZT in Grad, wobei die ersten beiden Werte noch
ausgetauscht werden konnen:

(45, 45, 60)
(45,135, 120)
(135,135, 60)

(n,90,90)

Wobei bei letzterem fiir n natiirliche Zahlen aus dem Intervall [1, 179] eingesetzt werden
koénnen.

Jedoch sind das auch schon alle 361 PZT gewesen, was eine Suche nach Formeln wenig
interessant macht.
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4. Diskussion und Schlussfolgerung

Die Untersuchungen, welche in Kapitel 3 auf Seite 4 prasentiert wurden, haben Ver-
schiedentstes aufgezeigt. So waren gewisse Ansétze ohne weitere Probleme umsetzbar
und wiederum andere konnten schlichtwegs nicht umgesetzt werden. Die untersuchten
Satze und Gebiete sind die folgenden: Satz des Pythagoras, Umkehrung des Satzes von
Pythagoras, Cosinussatz, Hohensatz, Kathetensatz und die babylonischen Formeln. Zum
Kapitel 3.1 auf Seite 4, welches sich mit den Verallgemeinerungen ins Dreidimensionale,
genauergesagt beziiglich Tetraedern befasst, konnen folgende Ergebnisse festgehalten
werden:

Fiir den Satz des Pythagoras, die babylonischen Formeln, sowie drei Lemmata im
Gebiet der babylonischen Formeln konnte ich ohne grossere Schwierigkeiten, geméss dem
gewahlten Ansatz beziiglich Tetraedern, Verallgemeinerungen finden und beweisen. Im
Gebiet der babylonischen Formeln konnte ich zudem Beobachtungen aufstellen, welche
an den ersten Satz aus dem Buch [Pythagoras. Erinnern Sie sich? Hoehn u. Huber,
2005] erinnern. Jedoch konnte die erste der beiden Beobachtungen daraufhin widerlegt
werden. Wéhrend meiner Arbeit in diesem Gebiet meinte ich aber fiir einen ldngeren
Zeitraum beide Beobachtungen als Sétze, entsprechend dem besagten Satz 1 gefunden
und bewiesen zu haben. Beim Uberarbeiten stellte sich der Beweis aber als falsch heraus.
Woraufhin ich ein Gegenbeispiel suchte, um den scheinbaren Satz wie schon erwahnt zu
widerlegen. Dies gelang mir fiir den ersten der beiden Teile des Satzes. Der zweite Teil
ist zurzeit weder bewiesen noch widerlegt und moglicherweise auch falsch.

Weiter ist es mir gelungen in einem dritten Anlauf, nachdem die Verallgemeinerung
des Winkels zu einem Raumwinkel und eine Beweisidee mithilfe der Hohe keinen Erfolg
versprachen, den Cosinussatz mittels Vektoren zu verallgemeinern.

Im Gegensatz dazu konnte ich mithilfe eines Gegenbeispieles die Verallgemeinerung
der Umkehrung des Satzes von Pythagoras auf der Basis eines Tetraeders widerlegen.
Beim Hohen- und Kathetensatz hatte ich wiederum dasselbe Problem mit der Hohe, wie
ich dies schon beim Versuch den Cosinussatz zu beweisen gehabt hatte. Da aber zumin-
dest fiir den Hohensatz das Umgehen der Hohe - unabhéngig von der Frage wie dies
umgesetzt werden sollte - undenkbar ist, musste ich diesen Abschnitt leider bei einigen
Erklarungen belassen.

Im sphérischen Dreieck war es aufgrund der Literatur nicht sehr schwer den Satz des
Pythagoras, den Cosinussatz und die Umkehrung des Satzes von Pythagoras zu verall-
gemeinern. Bei Hohen- und Kathetensatz musste ich etwas mehr Zeit investieren, jedoch
hatte ich auch da keine grosseren Schwierigkeiten. Zudem habe ich fiir diese Satze - von
der Literatur angeregt - eine Anndherung fiir sehr kleine sphérische Dreiecke gemacht,
um dadurch den entsprechenden Satz aus der Planimetrie zu finden. Dies hat mithilfe
der Taylorreihe und einem Beispiel aus der Literatur problemlos geklappt.

Abschliessend ist festzuhalten, dass die vorliegende Maturaarbeit eine Antwort auf
die Leitfrage, welche an dieser Stelle noch einmal wiederholt sein mag: «Inwiefern lassen
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sich der Satz des Pythagoras und ihm naheliegende Sétze auf das Dreidimensionale,
sowie auf die Kugeloberfliche verallgemeinern?», gibt, wobei diese nicht einfach so in
einem Satz festgehalten werden kann, sondern aus den Untersuchungen in Kapitel 3 auf
Seite 4 zu folgen hat. Es sei jedoch angemerkt, dass diese Arbeit nicht vollsténdig alles
Mogliche aufzeigen kann und dass an verschiedensten Stellen noch weitere Ansétze und
Uberlegungen moglich sind.
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5. Reflexion und Ausblick

Fiir mich war es das erste Mal, mich mit einem Thema so intensiv zu beschéftigten,
um damit eine Maturaarbeit zu schreiben. Es war fiir mich ein ebenso interessantes,
wie auch herausforderndes Unterfangen. Vor allem die intensive Beschéftigung mit der
Materie in der Friihlingsstudienwoche war fiir mich sowohl eine enorm wertvolle, wie auch
spannende Erfahrung. Gliicklicherweise fand ich wahrend diesen Tagen immer geniigend
neue Ansétze, sodass ich die Arbeit immer irgendwie fortsetzen konnte.

Wiéhrend sich das Erarbeiten von Inhalt in der Friihlingsstudienwoche als gut machbar
herausstellte, erwies sich das Schreiben der endgiiltigen Fassung um einiges schwieriger.
Dank der zeitlichen Reserven in meiner Planung, war es aber nicht so schlimm, dass ich
fiir diesen Teil etwas mehr Zeit benotigte.

Beziiglich des Inhaltes sind auch noch an einigen Stellen Erweiterungen moglich. So
kénnen weitere Verallgemeinerungen der betrachteten Sétze und Themengebiete auf den
n-dimensionalen Raum fiir n > 3 formuliert werden. Es wéare auch denkbar den verwen-
deten Ansatz zu den babylonischen Formeln durch einen anderen auszutauschen, um
weitere interessante Ergebnisse zu erzielen.
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Anhang

A. Beweise und Erlauterungen

A.l. Satz des Pythagoras

«Am rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der dem rechten Winkel gegeniiberlie-
genden Seite den Quadraten iiber den den rechten Winkel umfassenden Seiten zusammen
gleich.??»

Um dies zu zeigen, sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC gegeben, wie es Abbildung 4
zeigt.

C
b
f} (i
A q .
r m op P

Abbildung 4: rechtwinkliges Dreieck

Wegen gleicher Winkel ist AABC ~ ABCH ~ ANAHC und es gilt:

a ¢ )
—-=—- = a" =
p a
b
—:E:b2:cq
qg b
2 2 _ _ — 2
a’+b"=cp+cqg = clp+tq) =c

Womit der Satz von Pythagoras bewiesen ist.?* O

22 Aus |Thaer, 2005, (I, 47)]
23Beweisidee aus [Wikipedia, 2015, Beweis mit Ahnlichkeit]
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A.2. Umkehrung des Satzes von Pythagoras

«Wenn an einem Dreieck das Quadrat {iber einer Seite den Quadraten iiber den beiden
iibrigen Seiten zusammen gleich ist, dann ist der von diesen beiden iibrigen Seiten des
Dreiecks umfasste Winkel ein Rechter.?*»

Es sei hierfiir ein Dreieck ABC mit den Seiten a, b und ¢ gegeben. Diese erfiillen die
Gleichung a? + b* = 2. Es gibt ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b.
Seine Hypothenuse sei ¢’. Da deshalb a? + b* = (¢/)? gilt ist ¢* = (¢)?, was bedeutet,
dass die beiden Dreiecke kongruent und somit beide rechtwinklig sind.?> [

A.3. Vektorieller Beweis des Cosinussatzes

Es sei ABC ein Dreieck mit AB = c, AC =bund CB = q. Es gilt deshalb @ + b=7C
Wenn man nun das Skalarprodukt von ¢ mit sich selbst bildet erhélt man:

¢ =(d+b)(@+D)
Das kann noch ausmultipliziert werden zu:
F=a>+b+2xad-b
Mithilfe der Definition des Skalarproduktes erhélt man:
A =a>+ b+ 2% (a*bxcos(mr — LACB))
Sei nun LAC B = «y so erhalten wir:
¢ = a® +b* + 2(abcos )

Womit der Cosinussatz vektoriell bewiesen ist. [

A.4. Erlauterungen zum Kapitel 3.1.3 auf Seite 7

Es ist zu zeigen, dass der kleinste Winkel zwischen den Vektoren @ und b genau m — y
ist. Analog dazu folgen dann die weiteren Gleichungen zu den iibrigen Vektoren und
Winkeln.

Wir betrachten hierfiir einen Querschnitt durch die Ebenen .« und 4, wie in Abbil-
dung 5 auf der néchsten Seite dargestellt. Dementsprechend finden wir die genannten
Ebenen nun als Strecken vor. Die Représentanten der dazu senkrechten Vektoren @ und
b sollen im gemeinsamen Punkt der Strecken & und % beginnen. An diesem gemein-
samen Punkt sind nun alle Winkel, mit Ausnahme des kleinsten Winkels zwischen den
beiden Vektoren gegeben.

24 Aus |Thaer, 2005, (I, 48)]
ZBeweisfiihrung geméss [Thaer, 2005, (I, 48)]
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Abbildung 5: Skizze zur Berechnung des Zwischenwinkels

Folglich lasst sich schreiben:

if - T T,
= 7'('—’}/

Somit ist der kleinste Winkel zwischen @ und b genau m — v und es lasst sich analog
zeigen, dass Za,c=m — fund £b,c =7 — .

A.5. Beweis fiir die Gleichung 1 auf Seite 8

Es seien A(a,0,0), B(z,b,0), C(x,y,c) und D(0,0,0) vier Punkte, welche ein Tetraeder
aufspannen. An dieser Stelle ist anzumerken, dass jedes Tetraeder im Koordinatensystem
so verschoben werden kann, dass seine Eckpunkte auf den hier gegebenen Punkten liegen.
Wir bilden nun die vier Vektoren, deren Summe geméss Behauptung 0 sein soll:

DO xDB [ be
a = T = 5 CZ
br —yz
. DAxDC 1Y
b pr— f— - —CLC
2 5
ay
 DBx DA 1 8
C = ey —
2 2\ _,,
o ABxAC 1 bi
= 2 = 2 CZ ca

—bx +yz —ay + ab
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Und die Summe davon:

B L —bc+0+0+bc
6+b+5+d:§ cz—ac+0—cz+ac =
br —yz+ay —ab—bx +yz —ay + ab

=1

Womit Gleichung 1 auf Seite 8 bewiesen ist. [

A.6. Beweise zum Kapitel 3.1.5 auf Seite 9

Die folgenden Beweise befassen sich mit den babylonischen Formeln und sind aus [Hoehn
u. Huber, 2005, Kapitel 2| entnommen.

A.6.1. Beweis der babylonischen Formeln

Es seien m, n zunéchst zwei beliebige positive reelle Zahlen mit m > n. Nun setze man
a=m>—n%b=2mn,c=m>+n?
Dann gilt:

a>+ b = (m*—n??+ (2mn)?
= (m* = 2m*n? + n*) + 4m*n?
= m*+2m*n? +nt
= (m?+n??
2
Also sind - nach dem Satz von Pythagoras - a, b die Katheten und ¢ die Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks.
Sind nun m und n natiirliche Zahlen, so sind wegen m > n auch a = m? —n?, b = 2mn
und ¢ = m? + n? natiirliche Zahlen.
In diesen Féllen ist

(a,b,c) = (m* —n? 2mn, m? + n?)

ein pythagoreisches Zahlentripel. [

A.6.2. Lemmal

Wir zeigen, dass die Komponenten a, b, ¢ eines PZT dann, und nur dann, teilerfremd
sind, wenn irgend zwei dieser Komponenten teilerfremd sind. Seien dies etwa a und c.
Sind nun a und c teilerfremd, so gilt dies erst recht fiir a, b, und c. Fiir den Nachweis
der Umkehrung nehmen wir an dass a und ¢ den gemeinsamen Teiler d (d # 1) haben.
Wegen b? = 2 —a? muss dann d auch b? teilen. Gibt es einen solchen gemeinsamen Teiler
d, so gibt es auch einen Primteiler, d. h. einen gemeinsamen Teiler p, der gleichzeitig
eine Primzahl ist. Dann teilt p aber auch b. Folglich gilt auch die Umkehrung. [J
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A.6.3. Lemma 2

Wir stellen zunédchst einmal fest, dass hochstens eine der drei Zahlen a, b, ¢ gerade sein
kann. Denn wéren zwei gerade, so hiatten sie den gemeinsamen Teiler 2, und das Tripel
waére nicht primitiv. Angenommen beide Zahlen a und b sind ungerade dann gibt es nicht
negative ganze Zahlen k, [ mit a = 2k + 1 und b = 2] 4 1. Es gilt jetzt:

A =a>+ b= 2k + 12+ (20 +1)% = 4k* + 41* + 4k + 41 + 2

Somit ist ¢? zwar durch 2, aber nicht durch 4 teilbar. Da das Quadrat einer ungeraden
Zahl ungerade und das Quadrat einer geraden Zahl durch 4 teilbar ist, kann ¢ somit
keine ganze Zahl sein. Also haben a und b verschiedene Paritét, und c ist ungerade. [J

A.6.4. Satz 1

Wir beweisen die Kontraposition der Behauptung und nehmen dafiir an, das Tripel (m?—
n?, 2mn, m?+n?) sei nicht primitiv. Nach der Definition gibt es dann einen gemeinsamen
Teiler d (d # 1) von m? —n?, 2mn und m?+n?. Insbesondere gibt es dann eine Primzahl
p mit dieser Eigenschaft. Diese Zahl p teilt dann aber sowohl (m?+n?)+(m?—n?) = 2m?
als auch (m? + n?) — (m? — n?) = 2n?.

Ist p = 2, so sind m? — n? und m? + n? gerade. Dies ist aber nicht méglich, wenn m?
und n? entweder beide gerade oder beide ungerade sind. Dann haben aber auch m und
n die gleiche Paritat.

Ist jedoch p eine ungerade Primzahl, so teilt sie sowohl m? als auch n? und damit
auch m und n; d. h., m und n sind nicht teilerfremd. Dies beweist die Kontraposition
und damit auch den Satz 1. [

A.6.5. Satz 2

Ausgehend vom primitiven pythagoreischen Tripel (a, b, ¢) mit ungeradem a, betrachten

wir die rationalen Zahlen a = ¢ und v = 7.

Es gilt v > 1, und wir haben

)

Sei nun v+« als gekiirzter Bruch dargestellt, d. h. v+« = 7 mit teilerfremden m und
n. Wir werden zeigen, dass fiir diese Zahlen m und n auch die weiteren Bedingungen von
Satz 2 erfiillt sind. Wegen v+« > v > 1 gilt m > n. Andererseits ist wegen Gleichung 6

- =2 @

Suls
ST

(+a)r—a) = (5 +

1 1 n
— = = — = —
7 yta 2 om
Anders ausgedriickt, gilt:
c—a n 1 b
= —_— o= — = =
b 7 m vy+a c+a
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Durch Addition bzw. Subtraktion erhalten wir ferner

m n m? + n?
y=+a)+(y—a)=—+—=
noom mn
m n m? — n?
20=(y+ao)-(y—a)=———=
noom mn
und somit ) ) ) )
m°—+n m°—n
i 2mn ma @ 2mn (7)

Es bleibt zu zeigen, dass in den rechten Seiten der Gleichungen 7 Zahler und Nenner
je teilerfremd sind.

Nach Lemma 2 und nach Voraussetzung sind ¢ und a ungerade Zahlen. Somit sind
sowohl ¢ — a als auch ¢ + a gerade. Also sind 5% und <% ganze Zahlen. Diese miissen
verschiedene Paritét haben, denn sonst wire ¢ = 52 4 <t gerade. Folglich ist eine der
beiden Zahlen ¢ — a, ¢ + a durch 4 teilbar, und die andere ist zwar gerade aber nicht
durch 4 teilbar.

Wegen

V¥ =c—a?=(c—a)(c+a)

ist somit 0? durch 8 teilbar. Dies ist aber nur méglich wenn b selber durch 4 (und b?
somit durch 16) teilbar ist.
Wir wollen zunéchst annehmen, dass c+a nicht durch 4 teilbar ist. Dann kann y+a =

CJFT"“ mit 2, aber nicht mit 4 gekiirzt werden. Somit ist m ungerade und n gerade. Ist

andererseits ¢ — a nicht durch 4 teilbar, so kann v — a = <% nur mit 2, aber nicht mit
4 gekiirzt werden. In diesem Fall ist n ungerade und m gerade. In beiden Féllen haben
m und n, wie behauptet, verschiedene Paritét.

Damit lisst sich jetzt zeigen, dass m?+n? und 2mn bzw. m? —n? und 2mn teilerfremd
sind. Da m und n verschiedene Paritdt haben, schliessen wir zunéchst, dass sowohl
m? +n? als auch m? — n? ungerade sind.

Nehmen wir nun an, p sei ein gemeinsamer Primteiler von m?+n? und von 2mn. Dann
ist p auch Teiler von (m + n)? und von mn - Letzteres, weil p als Teiler von m? + n?
ungerade sein muss. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, p teile
m. Da p auch m+n teilt, folgt, dass p auch n teilt. Dies steht im Widerspruch dazu, dass
m und n teilerfremd gewihlt wurden. Wir folgern, dass m? + n? und 2mn teilerfremd
sind, und analog lisst sich zeigen, dass auch m? — n? und 2mn teilerfremd sind.

Da somit in den Termen der Gleichung § = % (vgl. Gleichung 7) Zahler und
Nenner je teilerfremde natiirliche Zahlen sind, schliessen wir, dass die Zahler und die

Nenner je iibereinstimmen. Dasselbe gilt auch fiir S’

2

a _ m?-n
b~ 2mn
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Das heisst:
c=m?>+n%b=2mn,a=m?>—n?

Es bleibt zu zeigen, dass m und n eindeutig bestimmt sind.
Dies folgt jedoch aus den Gleichungen

c+a=(m*+n?+ (m* —n?) = 2m? (8)
und

c—a=(m*>+n?) — (m?—n? =2n° 9)

sowie aus der Tatsache, dass m und n positiv sind. Damit ist der Beweis von Satz 2
vollstandig. [
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