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Vorwort

Ich befasse mich in dieser Arbeit hauptsichlich mit den Konzepten der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit, insbesondere mit jenen der Riemannschen Mannigfal-
tigkeit. Dabei halte ich mich an die Biicher [DC2| und [O’Neill].

Fiir eine Einfiihrung in die Konzepte der Analysis, der linearen Algebra sowie
der elementaren Differentialgeometrie, derer ich mich in dieser Arbeit bediene,
verweise ich auf die Biicher [OF1], [OF2]|, [OF3| sowie |GF] und [DC1].
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit stelle ich diejenigen Konzepte der Riemannschen Geometrie vor,
deren semi-Riemannschen Pendants die Grundlage fiir ein mathematisch fundier-
tes Verstdndnis der Allgemeinen Relativitéitstheorie bilden.

Schliesslich identifiziere ich die Schnittkriimmung als Verallgemeinerung der Gauss-
Kriimmung. Ausserdem wird gezeigt dass die Schnittkriimmung im Punkt p einer
allgemeinen Mannigfaltigkeit M beziiglich eines zwei-dimensionalen Unterraums
o von T, M identisch mit der Gauss-Kriimmung im Punkt p einer Untermannig-
faltigkeit S von M ist, die in p tangential zu o ist.



1 Einleitung

Schon von frither Kindheit an habe ich mich fiir die Forschung, fiir das Lesen
von Biichern und fiir das Verstehen von Zusammenhingen interessiert. Zuerst
ausserte sich dies vor allem im Ziichten und Sezieren von Tieren, wobei mir die
Erfahrung meiner Mutter als Laborantin eine grosse Hilfe war.

Einige Jahre spiter, im Alter von neun Jahren, habe ich damit begonnen, in Java
zu programmieren. In den folgenden Jahren habe ich mir diesbeziiglich viel Wis-
sen durch das Lesen von Fachbiichern angeeignet. Aufgrund meines wachsenden
Interessens schenkte mir mein Vater wihrend der zweiten Klasse des Gymnasi-
ums vier Biicher, die die mathematischen Grundlagen der Informatik und sogar
das Grundstudium der Mathematik abdeckten.

Das erste dieser vier Biicher, ndmlich ein Buch zur Grundvorlesung Analysis I,
las ich im selben Jahr noch etwa bis zur Halfte. Schliesslich horte ich mit dem
Lesen auf, um wieder {iber mehr Zeit fiir das Programmieren zu verfiigen.

Durch den Lockdown im Friihjahr 2020, wurde mir die Moglichkeit geboten, end-
lich nach meinem eigenen Rhythmus die schulischen Auftrége zu bearbeiten. Da-
durch erlangte ich sehr viel freie Zeit, die ich damit verbracht habe, das bereits
zwei Jahre zuvor begonnene Buch zur Analysis weiterzulesen.

So arbeitete ich mich vom Friihjahr 2020 bis zum Friihjahr 2021 durch die Lehrbii-
cher  Analysis 1%, ,Analysis 2 und ,Analysis 3* von Otto Forster ([OF1], (JOF2],
[OF3|) und ,Lineare Algebra“ von Gerd Fischer (|GF]), die etwa den Vorlesun-
gen Analysis I, IT und IIT und der Linearen Algebra I und IT des Mathematik-
Grundstudiums entsprechen.

Schliesslich entschloss ich mich, herauszufinden, ob ich auf der Grundlage des
mir bis dahin angeeigneten Wissens in der Lage sein wiirde, die Grundziige der
mathematischen Formulierung einer mich schon lange faszinierenden physikali-
schen Theorie, ndmlich der Allgemeinen Relativitéitstheorie, zu verstehen. Dieser
Frage wollte ich also im Rahmen meiner Maturititsarbeit auf den Grund gehen
und dazu empfahl mir mein Vater die Lektiire des mathematischen Fachbuchs

,.Semi-Riemannian Geometry with Applications to General Relativity“ von Bar-
rett O’Neill (JO’Neill]).

Zur Vorbereitung auf dieses Buch las ich im Friihling des Jahres 2021 das Buch
,Differentialgeometrie von Kurven und Flichen“ von Manfredo Perdigao do Car-
mo ([DC1]). Mitte September desselben Jahres war ich mit der Lektiire des im
oberen Abschnitt genannten Buches zur semi-Riemannschen Geometrie fertig und
las zur letzten Vorbereitung auf meine Maturitiatsarbeit noch das Buch ,Rieman-
nian Geometry“, ebenfalls von Manfredo Perdigao do Carmo (|[DC2]).



In der von Albert Einstein in den Jahren von 1907 bis 1915 entwickelten Gravi-
tationstheorie resultiert die Materieverteilung im Universum in einer Kriimmung
der Raumzeit, in der sich wiederum die Grundkraft der Gravitation manifestiert.
Dabei wird der Zusammenhang zwischen der Materieverteilung einerseits und der
daraus resultierenden Kriimmung andererseits durch die sogenannten Einstein-

schen Feldgleichungen
1 8rG
R,uu - éRg,uu = 7T,uu
beschrieben, in der ¢ fiir die Lichtgeschwindigkeit, G fiir die Graviationskonstante,
gy fiir den Metriktensor, R, fiir den Ricci-Tensor, 7}, fiir den Energie-Impuls-

Tensor und R fiir den sogenannten Kriimmungsskalar stehen.

Dabei handelt es sich beim Metriktensor g,,, um ein sogenanntes Tensorfeld auf ei-
ner vierdimensionalen Raumzeitmannigfaltigkeit, der dieser lokal die Struktur des
Minkowskiraums verleiht und seinerseits sowohl die Raumzeit-Ricci-Kriimmung
R, also auch den Kriimmungsskalar R determiniert.

Vermoge dieser Theorie bewegen sich einzig der Gravitation ausgesetzte Teilchen
und Korper auf ihrerseits durch den Metriktensor ausgezeichneten Kurven, den
sogenannten Geoditen, die die kiirzesten Verbindungen zwischen Punkten dar-
stellen und somit das Pendant zu den Geraden im Euklidischen Raum darstellen,
entlang denen sich kriftefreie Korper in der Newtonschen Mechanik (geradlinig
gleichformig, also mit konstantem Geschwindigkeitsvektor) bewegen.

Dass die Raumzeit-Geodéaten tatsichlich von der Masse der Sonne gekriimmt um
diese herumlaufen, konnte Sir Arthur Eddington schliesslich 1929 wéhrend einer
Sonnenfinsternis bestitigen, um damit eine wesentliche Vorhersage Einsteins All-
gemeiner Relativitdtstheorie zu verifizieren.

Wire es mir also mdoglich, diese Konzepte streng mathematisch zu verstehen?

Wie sich herausgestellt hat, ist ein prinzipielles Verstdndnis dieser Konzepte
tatsdchlich méglich. Jedoch musste ich mich aufgrund der zeitlichen Rahmenbe-
dingungen meiner Maturitatsarbeit einerseits und meinem Anspruch daran, die
Dinge technisch mdéglichst vollstdndig darzustellen, andererseits, dazu entschlies-
sen, mich in meinen Ausfiihrungen auf die sogenannte Riemannsche Geometrie
zu beschrinken, deren Mannigfaltigkeiten mit einem Riemannschen Metriktensor
ausgestattet sind, der ihre Tangentialriume nicht mit einer Minkowski-Raumzeit-
Struktur, sondern einer Euklidischen Struktur, also einem Skalarprodukt, ausstat-
tet.

Die Kriimmung der Raumzeit spielt also in der Allgemeinen Relativitdtstheorie
eine fundamentale Rolle, und so zielt die vorliegende Arbeit darauf ab, die soge-



nannte Schnittkriimmung, in der bereits die volle Information des Riemannschen
Kriimmungstensors kodiert liegt, als direkte Verallgemeinerung der geometrisch
sehr anschaulichen Gaussschen Kriimmung einer im R? eingebetteten parametri-
sierten Reguldren Fliche zu begreifen. Dazu wiederum werde ich unterschiedliche
Konzepte der Riemannschen Geometrie vorstellen, deren semi-Riemannsche Pen-
dants auf den die Raumzeiten der Allgemeinen Relativitdtstheorie beschreibenden
Mannigfaltigkeiten allesamt fiir das Verstindnis und die geometrische Interpre-
tation der Einsteinschen Feldgleichungen relevant sind.

Zu diesem Zweck prasentiere ich in Kapitel 2 zunéchst das Beispiel des schiefen
Waurfs in der Newtonschen Mechanik, um dabei diejenigen klassischen Konzepte
vorzustellen, deren Verallgemeinerungen uns im weiteren Verlauf der Arbeit in-
teressieren werden.

Ich werde nun etwas genauer auf den Inhalt der einzelnen Kapitel eingehen.

Kapitel 3: Wir stellen zwei wichtige Begriffe der elementaren Differentialgeome-
trie vor. Es geht um den Kriimmungsbegriff reguliirer Flichen im R3: Zuerst wird
die Gaussabbildung eingefiihrt und damit dann die Gauss-Kriimmung definiert.

Kapitel 4: Der Begriff der reguléren Fléache wird zum Begriff der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit verallgemeinert. Mannigfaltigkeiten sind Rdume, die, im Unter-
schied zu reguléren Flichen, gekriimmt sein kdnnen, ohne in einen Vektorraum
eingebettet zu sein. Schliesslich werden Konzepte aus der reellen Analysis, wie
zum Beispiel das Konzept des Tangentialvektors auf Mannigfaltigkeiten verallge-
meinert.

Kapitel 5: Wir definieren den Begriff der Riemannschen Metrik. Bei reguliren
Flichen wird diese Metrik vom umgebenden Raum R? ,automatisch® induziert.
Auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ist die Metrik im Allgemeinen eine int-
rinsische Grosse.

Kapitel 6: Der Levi-Civita-Zusammenhang wird vorgestellt. Er ist eine Verallge-
meinerung des Begriffs der Ableitung von Vektorfeldern im R™. Er ist notig, um
in Kapitel 8 den Riemannschen Kriimmungstensor definieren zu kénnen.

Kapitel 7: Zunichst wird der Begriff der Geodite definiert. Er ist eine Verallge-
meinerung des Begriffs der Gerade der euklidischen Geometrie. Mit dem Begriff
der Geodite wird schliesslich die Exponentialabbildung definiert. Mit ihrer Hilfe
wird es in Kapitel 10 moglich sein, den Begriff der Schnittkriimmung zu veran-
schaulichen.

Kapitel 8: Es wird zunéchst der Begriff des Riemannschen Kriimmungstensors
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definiert. Damit wird schliesslich die Schnittkriimmung definiert. Es handelt sich
dabei um eine Zahl, die einem zweidimensionalen Untervektorraum des Tangen-
tialraums in einem Punkt der Mannigfaltigkeit zugeordnet wird.

Kapitel 9: Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel damit, inwiefern die Geome-
trie einer Mannigfaltigkeit die Geometrie einer Untermannigfaltigkeit beeinflusst.

Kapitel 10: Zuerst zeigen wir, dass im Fall regulérer Flichen die Gauss-Kriimmung
identisch ist mit der Schnittkriimmung. Diese Eigenschaft macht bereits klar, dass
die Schnittkriimmung die Gauss-Kriimmung verallgemeinert. Schliesslich zeigen
wir einen Zusammenhang zwischen der Schnittkriimmung allgemeiner Mannig-
faltigkeiten und der Gauss-Kriimmung.

Kapitel 11: Im Anhang werden der Begriff der semi-Riemannschen Mannigfal-
tigkeit und die Ricci- und Skalarkriimmung eingefiihrt. Dabei werden sowohl
Ricci- als auch Skalarkriimmung mit der Schnittkriimmung in Beziehung gesetzt.
Dies ermoglicht es interessierten Lesern, Zusammenhénge zwischen verschiedenen
Kriimmungsgrossen sowie zentrale mathematische Konzepte der Einsteinschen
Feldgleichung in Zusammenhang mit dieser Arbeit zu verstehen.
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2 Einfiihrende Uberlegungen

In diesem Abschnitt stellen wir den schiefen Wurf im Gravitationsfeld der Erde
klassisch dar, um anhand der angestellten Uberlegungen die unterschiedlichen
differentialgeometrischen Konzepte zu motivieren, die wir im Folgenden vorstel-
len werden.

Selbstverstandlich treffen wir bei der mathematischen Modellierung des physika-
lischen schiefen Wurfs einige vereinfachende Annahmen. Beispielsweise wollen wir
jegliche Reibungseffekte ausser Acht lassen, die Erdoberfliche in erster Naherung
lokal durch ihre Tangentialebene approximieren und ebenfalls in erster Niherung
davon ausgehen, dass die (senkrecht zur Tangentialebene gerichtete) Graviations-
feldstdarke und damit die resultierende Gravitationsbeschleunigung auf dem von
uns betrachteten Bereich konstant ist.

Wir betrachten ein kartesisches Koordinatensystem, dessen x- und z-Achse die be-
trachtete Tangentialebene parametrisieren (siehe folgende Abbildung 1). Schlies-
slich werfen wir ein Objekt zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus der Héhe h(0) = 10m von
Punkt ¢(0) = (0,0, 10) mit der Anfangsgeschwindigkeit

25
d=—=-|0

V2 95

also unter dem Winkel o = 45° zur betrachteten Tangentialebene und mit dem
Anfangsgeschwindigkeitsbetrag |0y| = 25m/s in die Hohe.

Nach dem ersten Newtonschen Axiom bewegt sich ein Korper geradlinig gleichfor-
mig, solange keine Kraft auf ihn wirkt. D.h., dass unser Korper konstanter Masse
m ohne den Einfluss der Gravitationskraft mit konstanter Geschwindigkeit einer
Gerade folgen wiirde.

Erst die auf den Kérper im Punkt ¢(t) wirkende Gravitationskraft F(c(t)) resul-
tiert nach dem zweiten Newtonschen Axiom

in der Beschleunigung

10

(also der momentanen Anderungsrate der Geschwindigkeit), die der Kérper zum
Zeitpunkt t erfahrt, und die proportional zur einwirkenden Kraft ist. Es ist hier
also die einwirkende Kraft, die den Korper von der Bahn der Geraden auf die
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Flugkurve ¢ ablenkt, entlang der der Geschwindigkeitsvektor nicht mehr kon-
stant ist.

Tatséchlich ist es mit der Schulmathematik der Oberstufe nicht schwer, die dar-
aus resultierende parametrisierte Flugkurve c(t) zu bestimmen. Die zweifache
Integration der konstanten Beschleunigung liefert ndmlich (in der Einheit m/s)

25 254
V2 V2
u(t) = é(t) = 0 sowie ¢(t) = 0
25 2 25
10t + 2 562 + 2t + 10
z[m]
35
JAN
2(5) W=,
20 1S
15 . '7/
> F(e(t)) \\
10 ¥ \
0 10 20 30 40 50 60 70 80 x[m]

Abbildung 1 (Flugkurve) Fine Flugkurve c(t) mit einigen Geschwindigkeitsvektoren v(t) =

&(t).

Betrachten wir die Konzepte, die in dieser klassischen Beschreibung auftreten,
etwas naher:

Der Umgebungsraum, in dem die Bewegung stattfindet, ist der dreidimen-
sionale euklidische Raum. Die klassische Raumzeit ist dann vierdimen-
sional mit dreidimensionalen euklidischen Schnitten konstanter Zeit.

Auf diesem Umgebungsraum ist der Begriff der Differenzierbarkeit von
Kurven und, allgemeiner, von Funktionen erklart.

In diesem Umgebungsraum wird die Gravitation durch ein sogenanntes
Vektorfeld dargestellt, eine Zuordnung, die jedem Punkt des Raumes einen
Gravitationsfeldstirkevektor ¢ zuordnet (der mit der Masse des geworfenen
Korpers skaliert in der auf diesen Korper wirkenden Kraft resultiert).

Diese Gravitationsfeldstérkevektoren sind insofern ortsgebunden, als man
sie sich formal als Vektoren in Vektorrdumen vorstellen muss, die den Punk-
ten des Umgebungsraumes angeheftet sind - den sogenannten Tangential-
rdumen.
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e Auch das Geschwindigkeitsvektorfeld ¢(¢) entlang der parametrisierten Kur-
ve c(t) ist ein Vektorfeld, wenngleich es nicht auf dem ganzen Raum son-
dern nur entlang der Kurve c definiert ist und mit den Tangentenvekto-
ren an die Kurve in jedem Kurvenpunkt seinerseits einen Tangentialvektor
¢(t) € T,(»R? im an ¢(t) angehefteten Tangentialraum liefert.

e Den Elementen eines Tangentialraums kann man schliesslich mittels ei-
nes Skalarproduktes im jeweiligen Tangentialraum eine Linge zuordnen
(beispielsweise den Betrag der Momentangeschwindigkeit [07(0)| = |¢(0)]).
Ebenso ist mit diesem Skalarprodukt auch der Winkel zwischen Vektoren
erklart. Wirkt die einzige Kraft, wie in unserem Beispiel, in Richtung der
z-Achse, so bleibt der Geschwindigkeitsanteil orthogonal dazu (also ent-
lang der Richtungen der (z,y)-Ebene) konstant. (Die y-Achse ist nicht ein-
gezeichnet in obiger Abbildung 1.)

e Die parametrisierten Kurven, auf denen sich die kriftefreien Objekte ge-
radlinig gleichférmig (also mit konstanter Geschwindigkeit) bewegen, sind
die nach dem Vielfachen ihrer Bogenléinge parametrisierten Geraden.

e Entlang der anderen parametrisierten Kurven dndert sich das Geschwin-
digkeitsfeld entlang der Kurve. Doch was ist damit genau gemeint? Die
unterschiedlichen Tangentialvektoren leben doch in den unterschiedlichen
Tangentialrdumen, die an unterschiedlichen Kurvenpunkten des Raumes
sitzen. Wie werden diese dann miteinander verglichen?

Dies geschieht im Vektorraum, den man kanonisch mit all seinen Tangen-
tialrdumen identifizieren kann, iiber die Parallelverschiebung, mit der
man Vektoren aus einem Tangentialraum in den anderen verschieben kann,
um ihn dann mit anderen Vektoren dieses Raumes zu vergleichen.

Schliesslich ist diese Parallelverschiebung entlang beliebiger differenzierba-
rer Kurven erklart, wiahrend sie im euklidischen Raum nicht von der Wahl
der Kurve, sondern nur von dem Punktepaar abhingt, zwischen dem ver-
schoben wird. Dies ist letztlich so, da es sich bei dem euklidischen Raum, wie
wir noch sehen werden, um einen Raum mit verschwindender Kriimmung

handelt.

Gemiss Albert Einsteins Allgemeiner Relativitdtstheorie manifestiert sich die
durch Massen induzierte Gravitation in der Kriimmung der Raumzeit selbst. Die
Teilchen, die sich ausschliesslich unter dem Einfluss der Gravitation bewegen, fol-
gen dann den gekriimmten Geoditen (den Analoga der Geraden im euklidschen
Raum), die sich dadurch auszeichnen, dass die der Raumzeit zugrundeliegende in-
trinsische Parallelverschiebung das Geschwindigkeitsvektorfeld entlang der (nach
einem Vielfachen der Bogenlénge parametrisierten) Kurven als konstant erkennt.
Nun werde ich in dieser Arbeit, wie bereits erwéhnt, nicht die semi-Riemannschen
Raumzeiten der Allgemeinen Relativitdtstheorie betrachten, sondern ihre rein
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rdumlichen riemannschen Geschwister. Doch werde ich mich in diesem Rahmen
genau mit den Konzepten auseinandersetzen, die fiir das Verstdndnis der mathe-
matischen Beschreibung der Allgemeinen Relativitdtstheorie unabdingbar sind.
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3 Gauss-Abbildung und Gauss-Kriimmung

In diesem Kapitel wird die Gauss-Kriimmung reguldrer Flichen in Erinnerung
gerufen. Die Gauss-Abbildung ist notig, um damit die Gauss-Kriimmung zu de-
finieren.

3.1 Gauss-Abbildung

Definition 1 Fs sei S C R? eine orientierte requlire Fliche. Die Gauss-Abbildung
N : S — S%p+— N(p) ordnet jedem Punkt p € S seinen Orthonormalvektor
N(p) beziiglich der gegebenen Orientierung zu (siche Abbildung 2). Hierbei ist S*
die Einheitssphdre.

N(p)

: N

Abbildung 2 (Gauss-Abbildung). Die Gaussabbildung ordnet jedem Punkt p der reguliren Fla-
che S ihren Einheitsnormalvektor N(p) beziiglich der Orientierung zu. Sie ist also eine Abbil-
dung N : S — S2.

3.2 Gauss-Kriimmung

Definition 2 Wenn A\, Ay die beiden Hauptkrimmungen im Punkt p einer re-
guldren Flache S bezeichnen, so ist die Gausskrimmung K,(p) definiert als

Ks(p) = )\1)\2.
Der folgende Satz liefert eine geometrische Interpretation der Gauss-Kriimmung.

Satz 1 Es sei p ein Punkt auf einer reguliren Fliche S, so dass die Gauss-
Krimmung Ky(p) # 0 ist. V sei eine zusammenhdingende Umgebung von p, in
der K, sein Vorzeichen nicht dndert. Dann gilt:

wobei A der Fldcheninhalt eines abgeschlossenen Gebietes B C V' ist, das p ent-
halt, und A’ der Fldcheninhalt des Bildes N(B) von B unter der Gauss-Abbildung
N : S — 5% ist (sieche Abbildung 3).
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Fiir einen Beweis dieses Satzes siehe zum Beispiel [DC1], S. 125. O
Der Grenzwert in obigem Satz ist so zu verstehen, dass man eine Folge von

abgeschlossenen Gebieten B, betrachtet, die in dem Sinn gegen p konvergieren,
dass jede Kugel um p alle B,,, fiir n hinreichend gross, enthélt.

N
@
; AN

Abbildung 3 (Gauss-Krimmung). Zur Veranschaulichung der Gauss-Krimmung mit dem
Gebiet B und dem Bild N(B) von B.

N(p)

b

Beispiel 1 (Gauss-Krimmung der Einheitssphdre).

Mit obigem Satz ist leicht ersichtlich, dass die Gauss-Kriimmung der Einheits-
sphire im R? in jedem Punkt gleich eins ist. Denn in diesem Fall ist die Gauss-
Abbildung die Identitiit idg> auf S?. Mit den Bezeichnungen im obigen Satz gilt
dann A’ = A und somit AZI =1, also Kg = 1.

4 Differenzierbare Mannigfaltigkeit

Im einfithrenden Beispiel des klassischen schiefen Wurfs haben wir festgestellt,
dass wir als Trajektorie unseres Wurfgeschosses eine differenzierbare Kurve er-
halten, deren Tangentialvektoren wir als Elemente der lings der Kurve angehef-
teten Tangentialrdume des euklidischen Anschauungsraumes interpretieren konn-
ten. Und tatséichlich ldsst sich auch das totale Differential einer total differenzier-
baren Abbildung f : R™ — R" in p € R™ als lineare Abbildung D, f : T,R™ —
T R™ interpretieren. In diesem Abschnitt geht es um die Verallgmeinerung die-
ser Konzepte.

4.1 Differenzierbarkeit

Die Differenzierbarkeit vektorwertiger Funktionen f : R™ — R"™ in m Verénder-
lichen an einer Stelle p € R™ ist eine lokale Eigenschaft der Funktion insofern,
als sie auf beliebig kleinen Umgebungen U von p in R™ entschieden wird. Um
diesen lokalen Begriff der Differenzierbarkeit auf Abbildungen zwischen allgemei-
neren Mengen als den Vektorrdumen zu verallgemeinern, fordert man daher, dass
die entsprechenden Mengen lokal wie die Vektorrdume R™ beschaffen sein sollen.
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Denn auch, wenn sie global eine ganz andere Topologie tragen mogen, so soll es
moglich sein, sie stiickweise aus zu offenen Mengen des R™ homdomorphen Teil-
stiicken zusammenzusetzen, die, gleich den Parametrisierungen einer differenzier-
baren Struktur, in ihren jeweiligen Uberschneidungsgebieten einer Vertriglich-
keitsbedingung zu geniigen haben.

Im Folgenden bedeutet differenzierbar immer unendlich oft differenzierbar.

Definition 3 FEine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n ist eine
Menge M mit einer Familie injektiver Abbildungen x, : U, C R™ — M wvon
offenen Mengen U, C R™ nach M, sodass Folgendes gilt:

(i) Uaxa(Ua) =M,

(it) Fir jedes Paar o, B, mit x,(Us) N x(Us) = W # 0, sind die Mengen
x 1 (W) und X?(W) offene Umgebungen im R™ und die Abbildungen xgl o

X, differenzierbar (siehe folgende Abbildung 4).

(i1i) Die Familie U, ist mazimal beziglich der Bedingungen (i) und (ii).
Das Paar (U,,X,) mit p € x,(U,) heisst Parametrisierung von M im Punkt p.

Mit ,maximal“ in Bedingung (#ii) ist Folgendes gemeint: Ist (U,,X,) eine Pa-
rametrisierung der Mannigfaltigkeit, die mit allen anderen Karten der Familie
vertréglich ist, so gehort (U,, X,) bereits zur Familie.

Die in Bedingung (i) beschriebene Abbildung xgl o X, heisst differenzierbarer
Kartenwechsel.

X (Uy,) heisst dann Koordinatenumgebung um p. Eine Familie, {U,,, X, }, welche
die Bedingungen () und (i¢) in der Definition erfiillt, heisst differenzierbare Struk-
tur auf M.
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/ @xl(w)/l(m ®
U v
R’I’L Rn

Abbildung 4 (Differenzierbarer Kartenwechsel). Kartenwechsel y~! ox mit Parametrisierun-
gen x undy.

Bemerkung 1 FEine differenzierbare Struktur auf einer Menge M induziert eine
natirliche Topologie auf M. Man definiere dafiir, dass eine Menge A C M offen
ist, wenn X, (AN x,(U,)) fiir alle o eine offene Menge in R™ ist. Die Aziome
einer Topologie sind in diesem Fall leicht nachzupriifen. Ausserdem kann man
nachweisen, dass die Mengen x,(U,) offen sind und dass die Abbildungen x,
stetig.

Definition 4 FEs seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, wobei
dim(M) = n und dim(N) = m ist. Eine Abbildung ¢ : M — N ist differenzierbar
im Punkt p € M, wenn es zu einer gegebenen Parametrisierungy : V C R™ — N
im Punkt o(p) eine Parametrisierung x : U C R™ — M im Punkt p gibt, sodass
o(x(U)) C y(V) gilt und die Abbildung

y lopox:UCR" = R™

differenzierbar im Punkt x1(p) ist. Die Abbildung o heisst differenzierbar auf
einer offenen Menge von M, wenn ¢ in allen Punkten dieser offenen Menge
differenzierbar ist.

Definition 5 Die in Definition 4 definierte Abbildungy *opox : U C R" — R™
nennt man die Darstellung von ¢ in den Parametrisierungen X undy.

4.2 Tangentialvektor und Tangentialraum

Wie unser Beispiel des klassischen schiefen Wurfs bereits suggeriert, erhalten
wir, mittels des Geschwindigkeitsfeldes einer parametrisierten Kurve, Tangenti-
alvektoren entlang der Kurve. Da unsere Mannigfaltigkeiten lokal aber wie der
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R™ beschaffen sind, verwundert es nicht, dass wir die Menge der Tangentialvek-
toren in einem Punkt, genau wie im R”, einerseits als Menge aller mdglichen
Geschwindigkeitsvektoren an parametrisierte Kurve erhalten kénnen, und ande-
rerseits auch als Richtungsableitungen differenzierbarer Funktionen in die durch
sie vorgegebenen Richtungen interpretieren konnen.

Bemerkung 2 Die Menge aller differenzierbaren Funktionen f : M — R wird
im Folgenden mit (M) bezeichnet.

Definition 6 FEs sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fine differenzier-

bare Funktion o : (—e,e) — M, wobei € > 0 ist, heisst differenzierbare Kurve in
M.

Definition 7 Es seien eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M und eine diffe-
renzierbare Kurve o : (—e,e) — M gegeben. Weiter sei a(0) = p. Der Tangenti-
alvektor an die Kurve o beit = 0 ist eine Funktion o/ (0) : F(M) — R gegeben
durch

o/ (0)f = W , wobei f € (M).
t=0

Ein Tangentialvektor im Punkt p ist der Tangentialvektor an eine Kurve o bei
t =0 mit «(0) = p (siche Abbildung 5).

Abbildung 5 (Tangentialvektor). Der Tangentialvektor wird als Differentialoperator aufge-
fasst, der einer Funktion f € (M) ihre Richtungsableitung in Richtung des Tangentialvektors
zuordnet.

Definition 8 Die Menge aller Tangentialvektoren im Punkt p € M ist ein Vek-
torraum und wird mit T,M bezeichnet. T,M nennt man den Tangentialraum im
Punkt p.

Bei gewdhlter Parametrisierung x : U — M schreiben wir von jetzt an f(q) :=
(f ox)(q), wobei ¢ = (x1,...,x,) € U ist.

Die Kurve « kann man in dieser Parametrisierung folgendermassen ausdriicken:

(xtoa)t) = (zi(t), ..., zn(t)).

20



Man definiert:

(O)f = 5 (f o)

Weiter gilt nach der Kettenregel

w05 =350 (31).

=1

Nach Definition der Addition von Abbildungen kann man das schreiben als

_ (;";x;(m (8i)>f

An der letzten Gleichung sieht man, dass man «/(0) in der Parametrisierung x
folgendermassen ausdriicken kann:

() Za: (52)-

Andererseits gilt nach der Differentialrechung im R"

= Zx;(O)e

wobei (eq, ..., e,) die Standardbasis im R™ ist. Also gilt

e = 0
L 8.I‘Z
Bemerkung 3 Wir stellen uns 5— bildlich als Tangentialvektor der i-ten Koor-

dinatenkurve in der Mcmmgfaltzgkezt im Punkt p vor.

Bemerkung 4 Aus Gleichung (1) folgt, dass die Wahl einer Parametrisierung

x : U — M eine assozierte Basis <(8%1), - (%)) in T, M bestimmi.

Satz 2 Fs seien v ein Tangentialvektor sowie a,b € R, f,g € (M) und p € M.
Dann gilt:

(i) v(af +bg) = av(f) + bv(g) (Linearitit)
(ii) v(f9)(p) = v(f)g(p) + f(p)v(g) (Produktregel)
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Beweis: Ich werde beweisen, dass v(f+g) = v(f)+v(g) ist. Der restliche Beweis
geht analog. Es sei v := /(0). Dann gilt v(f + g) = /(0)(f + g). Nach der
Definition des Tangentialvektors gilt dann

O +9) = 17 +9) 00l

Es gilt natiirlich
d d
Sl(f+g)eal=—lfoatgoal
Nach der Summenregel ist dann

d d
E[foaﬂLgOOé] = E(fOOé)JF%(QOOZ)-
Und schliesslich gilt wieder nach der Definition des Tangentialvektors

d

Cfoa)+ Sgoa) = a0)(1) +/(0)(s).

Dies entspricht v(f) + v(g).00

4.3 Differential

Wie bereits oben bemerkt, kann das totale Differential D,f einer total diffe-
renzierbaren Abbildung f : R™ — R” in p € R™ als lineare Abbildung D, f :
T,R™ — Ty R™ interpretiert werden, die die Funktion f in einer Umgebung von
p besser approximiert, als jede andere solche lineare Abbildung. Mittels der iib-
lichen Identifikation der Tangentialvektoren als Geschwindigkeitsvektoren para-
metrisierter Kurven, bildet dieses totale Differential die Tangentialvektoren dann
sehr anschaulich vermoge

Doy f(6(t)) = (foa)(t)
ab.

Mit dem Begriff des Tangentialraums konnen wir jetzt den Begriff des Differentials
im R" auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten verallgemeinern.

Satz 3 Es seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Weiter sei ¢ :
M — N eine differenzierbare Abbildung. Fiir jedes p € M und fiir jedes v € T,M
wdhle man eine differenzierbare Kurve o : (—e,e) — M mit «(0) = p und
o' (0) = v. Ausserdem sei B = poca. Die Abbildung dp, : T,M — T )N, gegeben
durch dp,(v) = ['(0), ist eine lineare Abbildung, die nicht von der Wahl der
Kurve o abhdingt (siehe Abbildung 6).
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Beweis: Es seien x : U — M und y : V — N Parametrisierungen im Punkt p
und ¢(p). Wenn man ¢ in diesen Parametrisierungen ausdriickt, erhélt man

(y 'opox)(q) = (vi(@1, s Tn), ooy Y (@15 ooy )

q = (xla 7xn) € U7 (?/17 aym) eV.

Wenn man weiter « in der Parametrisierung x ausdriickt, erhalt man

(x ' oa)(t) = (z1(t), ..., zn(1)).

Somit folgt dann

(v 0 B)(1) = (11 (21(0), s 20 (0)), s Y (21(0), e 2 (1))).

Somit kann man £'(0) mithilfe der Basis {(a%z)} von Ty, N folgendermassen

darstellen:
8191 / aym l
(3) (Z 8:172 Z 81:2 )

Aus Gleichung (3) folgt direkt, dass $(0) nicht von der Wahl der Kurve a ab-
hiangt. Ausserdem gilt

B(0) = dpp(v) = (ggz) (25(0)), wobei i =1,...,m und j = 1,...,n ist.
i

Dabei bezeichnet (
trix mit n Elementen Somit folgt mittels l1nearer Algebra, dass dy, eine lineare
Abbildung von T, M nach T, N ist, deren Matrix, dargstellt in der zu x und y
assoziierten Basis, (ai’;) ist. OJ

t) eine m x n Matrix und 27;(0) bezeichnet eine Spaltenma-

Definition 9 Die lineare Abbildung dy,, definiert wie in Satz 3, nennt man das
Differential von ¢ im Punkt p.

Abbildung 6 (Differential). Das Differential wird mithilfe einer Kurve definiert.
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Definition 10 Fine Abbildung f : M — N zwischen zwei differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten M und N ist ein Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und sowohl
f selbst, als auch ihre Umkehrabbildung f=1 differenzierbar sind.

Satz 4 Fine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist lokal diffeomorph zum R™.

Beweis: Dies folgt direkt aus der Definition der differenzierbaren Mannigfaltig-
keit und der Definition des Diffeomorphismus. [

Satz 5 Es sei ¢ : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei Man-
nigfaltigkeiten. Wenn ¢ ein Diffeomorphismus ist, dann ist dp, : Ty,M — T, N
ein Isomorphismus fir alle p € M.

Beweis: Dieser Satz ist eine direkte Konsequenz aus der Kettenregel:
id = d(id), = d(¢™" 0 @), = dy ) © dipy.

Das bedeutet (dp,)™' = d(p;(lp), d.h. die Inverse der linearen Abbildung dg,
existiert. Also ist dip, ein Isomorphismus. [

Theorem 1 Es sei p : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei
Mannigfaltigkeiten. Ausserdem sei p € M so gewdhlt, dass dg, : T,M — T )N
ein Isomorphismus ist. Dann ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus im Punkt p.

Beweis: Das Theorem folgt als Anwendung des Theorems iiber Umkehrfunktio-
nen im R". [

4.4 Immersion und Einbettung

In diesem Abschnitt werden die Begriffe der Immersion und der Einbettung ein-
gefithrt, um anschliessend die Untermannigfaltigkeit definieren zu kénnen.

Definition 11 FEs seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine dif-
ferenzierbare Abbildung ¢ : M — N ist eine Immersion, wenn ihr Differential
dpp: T,M — TN fiir alle p € M injektiv ist.

Definition 12 FEs seien X, Y topologische Riume. Fine Abbildung f : X — Y
ist ein Homdomorphismus, wenn f folgende Figenschaften erfillt:

(1) fist bijektiv
(2) fist stetig

(3) die Umkehrfunktion f~' ist ebenfalls stetig.

24



Definition 13 Es sei X die Grundmenge eines topologischen Raumes mit der
Topologie T (Schreibweise: (X, T). Weiter sei Y C X eine Teilmenge. Dann ist
die von X induzierte Topologie auf Y die Topologie Ty = {UNY|U € T}.

Nach Bemerkung 1 ist jede Mannigfaltigkeit ein topologischer Raum.

Definition 14 FEine Immersion ¢ : M — N st eine Einbettung, wenn ¢ ein
Homdomorphismus auf o(M) C N ist und (M) die induzierte Topologie von M
hat.

Definition 15 Fliir zwei Mengen A und B mit A C B st die Inklusionsabbildung
i:AC B gegeben durch i(x) = .

Definition 16 Fs seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Wenn
M C N und die Inklusionsabbildung i : M C N eine Einbettung ist, dann nennt
man M eine Untermannigfaltigkeit von N.

4.5 Vektorfeld und Lie-Klammer

In diesem Abschnitt geht es um die Verallgemeinerung von Vektorfelder auf dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Ausserdem wird die Lie-Klammer eingefiihrt,
die zur Definition des Levi-Civita-Zusammenhangs in Kapitel 6 benotigt wird.

Definition 17 Das Tangentialbiindel T M auf einer Mannigfaltigkeit M ist defi-
niert durch

T™ = | J T,M.

peEM

Bemerkung 5 Das Tangentialbiindel ist eine Mannigfaltigkeit (der Dimension
2n, wobei n die Dimension von M ist). Fir einen Beweis dafiir siche z.B [DC?2],
Seite 15.

Definition 18 FEin Vektorfeld X auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M
ist eine Zuordnung, die jedem Punkt p € M einen Vektor X(p) € T,M zuord-

net. Anders ausgedriickt ist X eine Abbildung von M auf das Tangentialbiindel
TM. Das Vektorfeld X ist differenzierbar, wenn die Abbildung X : M — TM
differenzierbar ist.

Wenn eine Parametrisierung x : U C R™ — M gegeben ist, kann man schreiben
- 0
X(p) = Z%(P)%,
i=1 !

wobei jedes a; : U — R eine Funktion auf U ist und - die zu x assoziierte Basis
ist. X ist genau dann differenzierbar, wenn die F‘unktlonen a; differenzierbar sind.
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Ein Vektorfeld X liefert eine Abbildung

X :§(M) — F(M)
definiert durch

CEH0) = > ailp) g0

i=1
Die Menge aller differenzierbarer Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M wird
im Folgenden mit X(M) bezeichnet.

Lemma 1 FEs seien X undY differenzierbare Vektorfelder auf einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Vektorfeld Z,
sodass fir alle f € (M) gilt:

Z(f) = (XY ~YX)f.
Das Vektorfeld [X,Y] := XY — Y X = Z nennt man die Lie-Klammer.

Beweis: Zuerst beweisen wir die Eindeutigkeit. Wir nehmen an, es sei ein solches
Z gegeben. Es seien p € M und x : U — M eine Parametrisierung bei p. Weiter

seien 9 5

die Darstellungen der Vektorfelder X und Y in der Parametrisierung x. Dann gilt
fiir alle f € §(M)

af
=X E b, ——
( ; ]81‘ )
Mithilfe der Produktregel erhidlt man nun weiter
ob; of
1 a;b;
(1) Z "Ox; Ox; ZZ ]8358:5]

Analog gilt natiirlich

Oda; 0
(2 YX(f)= Z JaZ a;f +Z bj&xzax]

Mit den Gleichungen (1) und (2) ergibt sich jetzt, dass Z in der Parametrisierung
x gegeben ist durch

() Z(H)=XY(f)~¥YX(f) =Y (a giz giaz)gi
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Diese Gleichung beweist die Eindeutigkeit von Z. Um die Existenz von Z zu be-
weisen, braucht man lediglich Z, in jeder Koordinatenumgebung x,(U,) einer
differenzierbaren Struktur {(U,,x,)} auf M durch (3) zu definieren. Wegen der
Eindeutigkeit folgt dann, dass Z, = Zz auf x,(U,) Nx3(Up) # (. Dies erlaubt es
uns, Z auf der ganzen Mannigfaltigkeit M zu definieren. [J

Satz 6 Wenn X, Y und Z differenzierbare Vektorfelder auf M sowie a, b reelle
Zahlen und f, g differenzierbare Funktionen sind, dann gilt:

i) [X,Y] =Y, X] (Antikommutativitit),

ii) [aX +bY,Z] = a[X, Z]) + VY, Z] (Linearitit),
i) [[X,Y], Z] + [[Y, Z], X] + [|Z, X],Y] = 0 (Jacobi-Identitit),
iv) [fX,gY] = fglX. Y]+ FX(9)Y — gV (f)X.

Beweis: Die Eigenschaften i) und ii) sind offensichtlich. Wir beweisen iii) und
iv). Aufgrund der Definition der Lie-Klammer gelten folgende drei Gleichungen:

[X,Y),Z|=XYZ-YXZ~ZXY +ZYX
Y, 2, X]=YZX - 2YX - XYZ+XZY
12, X],Y]=2ZXY = XZY - YZX +YXZ

Addition dieser drei Gleichungen liefert dann
(X, Y], Z] +[[Y, 2], X] + [[Z, X], Y] = 0.
Nun zu iv): Es gilt

fX,gY] = fX(gY)—gY(fX)
= fgXY + fX(9)Y —gfYX —gY(f)X
= f9lX,Y]+ fX(9)X —gY(f)X.

Die erste und die dritte Gleichheit gelten nach Definition der Lieklammer, die
zweite wegen der Produktregel. []

Weil eine differenzierbare Mannigfaltigkeit lokal diffeomorph zum R" ist, kann

man den Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof auch auf differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten anwenden. Es gilt also folgender Satz.
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Satz 7 Es sei X ein differenzierbares Vektorfeld auf einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit M. Weiter sei p € M. Dann gibt es eine Umgebung U C M von p, ein
Intervall (—0,9), § > 0 und eine differenzierbare Abbildung ¢ : (—3,0) x U — M,
sodass die Kurve t — ¢(t,q), t € (=6,0), ¢ € M die eindeutig bestimmte Kurve
ist, welche die Bedingungen %—t = X(p(t,q)) und p(0,q) = q erfillt.

Definition 19 Die Abbildung p heisst lokaler Fluss des Vektorfelds X . Oft schreibt
man ¢i(q) = ¢(t,q).

Definition 20 Fine Kurve o : (—6,0) — M, welche die Bedingungen o/ (t) =
X(a(t)) und a(0) = q erfillt, nennt man Trajektorie des Vektorfelds X, welche
fiir t =0 durch q geht.

5 Riemannsche Mannigfaltigkeit

Bislang haben wir das Konzept der Differenzierbarkeit von Funktionen zwischen
Vektorrdumen auf Funktionen zwischen Mannigfaltigkeiten verallgemeinert. Um
nun aber auch Winkel zwischen und Lingen von Tangentialvektoren, wie bei-
spielsweise den Geschwindigkeitsvektoren, zu definieren, bendtigen wir eine zu-
sitzliche Struktur, ndmlich die Riemannsche Metrik, die die Tangentialrdume
einer Mannigfaltigkeit mit einem Skalarprodukt ausstattet.

5.1 Riemannsche Metrik

Definition 21 Fine symmetrische Bilinearform b auf einem Vektorraum V ist
positiv definit, wenn aus v € V, v # 0 folgt, dass b(v, v) > 0 ist.

Definition 22 Fin Skalarprodukt ist eine symmetrische, positiv definite Biline-
arform.

Definition 23 Fine Riemannsche Metrik auf einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit M ist eine Zuordnung, die jedem Punkt p € M ein Skalarprodukt {,) im
Tangentialraum T,M zuordnet, welche im folgenden Sinn differenzierbar variiert:
Wenn x : U C R* — M ein Koordinatensystem bei p ist, mit x(z1,...,x,) = q €
x(U) und (%i(q) = dx,(0,...,1,...,0) dann ist ((%i(q), %(q»q eine differenzier-
bare Funktion auf U fiir alle i, .

Definition 24 Fine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, g), wobei M
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und g eine Riemannsche Metrik auf dersel-
ben ist.

Satz 8 Es sei f: M™ — N eine Immersion. Wenn N eine Riemannsche Metrik
besitzt, so induziert f eine Riemannsche Metrik auf M, wenn man definiert:

(u, U>;) = (dfp(u)a dfp(”))f(p)a u,v € T, M.
Diese Metrik auf M heisst dann die von f induzierte Metrik.
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Beweis: Zu zeigen sind die Symmetrie und die Bilinearitét von (,)" sowie, dass
(,)" positiv definit ist. Die Bilinearitét und die Symmetrie sind einfach zu erken-
nen: Sie folgen aus der Linearitét von df,, und der Bilinearitét von (,) bzw. aus der
Symmetrie von (, ). Dass (, )’ positiv definit ist, bleibt zu beweisen. Fiir v # 0 gilt
wegen der Injektivitéit von f, dass df,v # 0. daraus folgt, dass (df,(u), df,(v)) > 0,
d.h. (-, ) ist positiv definit. [J

6 Levi-Civita-Zusammenhang

Wie in unserem einfithrenden Beispiel des klassischen schiefen Wurfs festgestellt,
ist die prinzipielle Frage dahingehend, wie man die Verdnderung eines Vektorfel-
des entlang einer Kurve, wie beispielsweise das Geschwindigkeitsfeld einer para-
metrisierten Kurve, misst, von essentieller Bedeutung. Im Vektorraum steht uns
dafiir die affine Parallelverschiebung zur Verfiigung, mittels der man die an ver-
schiedenen Punkten angehefteten Vektoren miteinander identifizieren kann.

Die Struktur, die es uns erlauben wird, eine Parallelverschiebung und damit auch
den Begriff der Differenzierbarkeit von Vektorfeldern (und allgemeiner von Ten-
sorfeldern) auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten zu verallgemeinern (siehe Satz
10 und die Bemerkung im Anschluss daran) ist die des affinen Zusammenhangs.
Fiihren wir diesen im Abschnitt 6.1 zunichst allgemein ein, so konsultieren wir in
Abschnitt 6.2 denjenigen unter allen Zusammenhéngen auf einer Riemannschen
Mannigfaltikteit, beziiglich dem sich der Riemannsche Metriktensor entlang der
Mannigfaltikeit nicht dndert, den sogenannten Levi-Civita Zusammenhang.

6.1 Affiner Zusammenhang

Definition 25 Fin affiner Zusammenhang auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit ist eine Abbildung:

V: X(M) x X(M) — X(M),

welche geschrieben wird als VxY := V(X,Y) und die folgenden Figenschaften
besitzt:

(i) VixigyZ = fVxZ + gVyZ (Linearitit im ersten Argument)
(ii)) Vx(Y + Z) =VxY + VxZ (Additivitit im zweiten Argument)
(i) Vx(fY)=fVxY + X(f)Y (Produktregel)
wobei X,Y,Z € X(M) und f,g € §(M)

Fiir den Beweis des néchsten Satzes brauchen wir folgende Aussage aus der Li-
nearen Algebra.
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Lemma 2 FEs seien ein Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt sowie eine Or-
thonormalbasis ey, ...e, von V gegeben. Dann kann man jeden Vektor v € V

darstellen als .
v= Z(v, eie
i=1

Beweis: Wir schreiben v als Linearkombination der Basisvektoren:

n
v = E )\262
=1

Nun berechnen wir auf beiden Seiten der Gleichung das Skalarprodukt mit e;
unter Beriicksichtigung der Bilinearitit von (,):

U €J Z )\ €Z,€J i)\léw = )\j- O
i=1

Satz 9 FEs sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem affinen Zu-
sammenhang V. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zuordnung, welche einem
Vektorfeld V entlang der Kurve ¢ : I — M ein anderes Vektorfeld 2 d entlang
der Kurve c zuordnet, sodass qilt:

t

(a) (v + W) =LY DWW
(b) Z(fV) = V + fEY, wobei V ein Vektorfeld lings ¢ und f eine differen-

zierbare Funktwn auf I ist.

(¢) Wenn V durch ein anderes Vektorfeld Y € X(M) induziert ist, das heisst,
wenn V(t) =Y (c(t)) gilt, dann ist 2L =V ge/arY.

Man nennt Y kovariante Ableitung von V entlang c.

Beweis: () Zuerst zeigen wir die Eindeutigkeit. Wir nehmen an, dass es eine
Zuordnung 2¥ gibt, die die Eigenschaften (a), (b) und (c) erfiillt. Weiter seien
x:UCR"” —> M eine Parametrisierung mit ¢(1) Nz (U) 7£ 0 und 21(t), oy (t)
die lokale Darstellung von ¢(t),t € I. Ausserdem sei X; . Nach Lemma 2
kann man das Vektorfeld V lokal schreiben als V' =" v; Wobe1 v; = v;(t)
und X; = X;(c(t)). Deshalb gilt nach a), dass

DV D
T Z@(ijj)
j=1

ist. Weiter gilt nach b):

n n

d DX
Z Z UJXJ+;UJ dt]

J=1
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Setzt man dies in die obere Gleichung ein, ergibt sich

n

dv] ;
(1) Z Zv] e

Weil X; = X;(c(t)) ist, gilt wegen c), dass

DX;
2 — c/dtX
(2) pn = Vc/at
ist. Mit
de dx;
dt &= dt""
erhélt man aus Gleichung (2):
DX,
B g T Vssx

ist. Aus Eigenschaft (i) der Definition des affinen Zusammenhangs folgt, dass

Vs im0 Xj = ZZ deVXX

=1 j=1

ist. Setzt man dies in Gleichung (3) und die resultierende Gleichung anschliessend
in (1) ein, so erhélt man

() Z dv]X Z Z dzx; i Ve X

i=1 j=1

Die rechte Seite dieser Gleichung ist durch den vorgegebenen Zusammenhang V
und die Wahl der Parametrisierung x eindeutig bestimmt. Also ist es auch die
linke Seite 2.

ii) Fiir den Existenzbeweis definieren wir 2 auf x(u) wie in Gleichung (4). Es

ist einfach nachzupriifen, dass das so definierte Vektorfeld 2Y die Eigenschaften
a), b) und c) hat.

Wenn y (W) eine andere Parametrisierung ist, mit y (W) N x(U) # () und

wenn wir 2¥ auf y(W) definieren wie in Gleichung (1), dann stimmen diese

dt
beiden Definitionen von 2Y auf y(W) N x(U) wegen der Eindeutigkeit iiberein.

dt
Daraus folgt schliesslich, dass sich die Definition von 2Y¥ auf ganz M fortsetzen

dt
lasst. O

Definition 26 Fs sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem affinen

Zusammenhang V. Ein Vektorfeld V lings einer Kurve ¢ : I — M heisst parallel,

wenn % =0 gult.
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Theorem 2 FEs sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem affinen
Zusammenhang V. Weiter sei ¢ : I — M eine differenzierbare Kurve in M
und Vy ein Tangetialvektor im Punkt c(to), to € I. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes paralleles Vektorfeld V auf ¢, sodass V (to) = Vi gilt. V (t) nennt man
dann die Parallelverschiebung von V (ty) entlang c.

Beweis: Wir nehmen zuerst an, dass das Theorem fiir den Fall, dass ¢(/) in
einer lokalen Koordinatenumgebung enthalten ist, bewiesen ist. Aufgrund der
Kompaktheit aus der Analysis 2, kann das Segment c([to, t1]) C M fiir beliebiges
t; von einer endlichen Anzahl an Koordinatenumgebungen bedeckt werden. Nach
Voraussetzung kann V' in jedem dieser Koordinatensysteme definiert werden. We-
gen der Eindeutigkeit stimmen die Definitionen von V auf den Uberschneidungs-
gebieten der Koordinatensysteme iiberein. Dies erlaubt die Definition von V' auf
ganz [to, t1].

Deshalb miissen wir nur den Fall beweisen, in dem ¢(I) in einer Koordinate-
numgebung x(U) eines Koordinatensystems x : U C R"™ — M enthalten ist.
Es sei x (c(t)) = (x1(t),...,x,(t)) die lokale Darstellung von c(t). Weiter sei
Vo = 32, 03X, wobei X; = oo (c(to)) ist.

Wir nehmen an, es gébe ein Vektorfeld V' in x(U), das ldngs ¢ parallel ist, mit
V(ty) = Vp. Dann erfiillt V' = " v, X; die Gleichung

DV d dz;
OZW: U] ]+Zx’UJVXX

Setzen wir Vi, X; = >, I';; X}, und ersetzen wir in der ersten Summe j mit k, so

erhalten wir
DV d'Uk dxz k;

Das System von n Differentialgleichungen
dvk
— ZF” v; dt =1,...,n,

besitzt genau eine Losung, welche die Anfangsbedingung vi(tg) = vf erfiillt. Es
folgt deshalb, dass V, im Fall der Existenz, eindeutig bestimmt ist. Weil das
System linear ist, ist jede Losung fiir alle ¢ € I definiert. Dies beweist die Existenz
und Eindeutigkeit von V mit den geforderten Eigenschaften. [J

Definition 27 Fs seien eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M sowie ein Zu-
sammenhang V und eine Riemannsche Metrik (,) gegeben.Man nennt V kom-
patibel mit der Metrik (,), wenn fir jede glatte Kurve ¢ und jedes Paar paralleler
Vektorfelder P, P’, die lings c verlaufen

(P, P") = konstant gilt.
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Satz 10 Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Zusammenhang V auf
M ist genau dann kompatibel mit einer Metrik, wenn fiir beliebige Vektorfelder V
und W entlang der differenzierbaren Kurve ¢ : I — M

d DV DW
1 — = (— —) gilt.
(1) V) = (S0 W)+ (V, =) it
Beweis: Dass obige Gleichung impliziert, dass V kompatibel mit (, ) ist, ist klar:
Sind V, W je parallele Vektorfelder, d.h. % = % = 0, so verschwindet die
rechte Seite obiger Gleichung. Also ist auch die linke Seite null. Das bedeutet

(V,W) = konstant.

Wir wihlen eine Orthonormalbasis P (c(ty)), ..., Pu(c(to)) von Ty (M), mit
to € I. Wegen Theorem 2 kann man die Vektoren Pi(ty), i = 1,...,n, durch
Parallelverschiebung lings c erweitern. Weil V kompatibel mit der Metrik ist, ist
Py(t), ..., Py(t) eine Orthonormalbasis von T4 (M), fiir jedes ¢ € I. Deshalb kann
man schreiben V' =>"" u;P,und W = """  w;P;, mit i = 1,...,n, wobei v; und
w; differenzierbare Funktionen auf I sind. Es folgt jetzt wegen Satz 9, (b), dass

DV - dvi DW & duw;
dt dt " dt dt

=1 =1

—PF,.

Also gilt
DV alvZ

Der rechte Teil der Gleichung ldsst sich aufgrund der Produktregel schreiben als

d n

Weil
{Z vw; } = V w)

ist, folgt die Behauptung. [

Satz 11 FEin Zusammenhang V auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist
genau dann kompatibel mit der Metrik, wenn gilt:

1) X(V,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ), X,Y,Ze€X(M).

Beweis: Es sei V kompatibel mit der Metrik. Ausserdem sei p € M und ¢: [ —
M eine differenzierbare Kurve mit ¢(to) = p, to € I und mit %[, = X(p). Dann
gilt:

XY 2) = T, 2) = (4, 2) 0 o(0) s
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Die zweite Gleichung folgt aus der Defintion des Tangentialvektors. Weiter gilt
wegen Satz 10 sowie Satz 9, c)

%(O/, Z> o C(t))|t:t0 = <VX(p)Y, Z> + <Y, VX(p)Z>.

Setzt man die linke Seite obiger Gleichung in die linke Seite der unteren Gleichung
ein, erhilt man schliesslich:

XY, 2) = (VxpY, Z) + (Y, Vx) 2).
Weil p beliebig war, folgt (1). Die Umkehrung ist offensichtlich. OJ

Definition 28 FEin affiner Zusammenhang V auf einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit M heisst symmetrisch, wenn

VxY —Vy X = [X,Y], X, Y e }:(M)

6.2 Levi-Civita-Zusammenhang

Theorem 3 (Levi-Civita). Es sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M gegeben.
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten affinen Zusammenhang ¥V auf M, der
folgende Figenschaften besitzt:

a) V ist symmetrisch,

b) V ist kompatibel mit der Riemannschen Metrik.

Diesen durch das Theorem definierten affinen Zusammenhang nennt man den
Levi-Civita- Zusammenhang auf M.

Beweis: Fiir den Beweis der Eindeutigkeit setzen wir die Existenz voraus. Nach
Satz 11 gelten dann folgende drei Gleichungen:

(1) X(V.Z) = (VxY, Z) + (Y, Vi 2),

2)  Y(Z,X)=(VyZ X)+(Z,VyX),
(3)  Z(X,Y)=(V,X,Y)+ (X, V,Y).

Wenn man jetzt die Gleichungen (1) und (2) addiert und Gleichung (3) subtra-
hiert, erhilt man wegen der Symmetrie von V

XY, Z)+Y(Z, X)-Z(X,Y) = ([X, Z), V)Y, Z], X)+{[X,Y], Z2)+2(Z, Vy X).

Umformen dieser Gleichung liefert
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4)  (Z,VyX) = %{X(Y,Z>+Y<z,x>
- Z<X7Y>_<[X’Z]>Y>_<[KZ]>X>_<[X’Y]’Z>}'

Nun ldsst sich nach Lemma 2 allgemein in einem n-dimensionalen Vektorraum V'
mit Basis F, ..., E, jeder Vektor v € V' schreiben als:

v = i (v, ;) E,
i=1

Deshalb folgt aus Gleichung (4):

n

(B)VyX = > (E,VyX)E

i=1
1
=3 SIXY, E) + Y (B, X) - Ef(X,Y) - ([X,E],Y)
i=1
= (V. B], X) = (X, Y], Ei) } E
Die rechte Seite hangt nur von der Metrik (,) ab. Also auch die linke Seite Vy X.

Zu beweisen ist jetzt noch die Existenz von V. Dazu definiert man V durch obige
Gleichung. Dann ist V offensichtlich wohldefiniert. Man rechnet leicht nach, dass
der Zusammenhang die geforderten Bedingungen a) und b) im Satz erfiillt. [J

Deﬁnition 29 Es sei ein Koordinatensystem (U,x) gegeben und es bezeichne
0; := +=—. Die Funktionen Fk welche durch V,0; = >, Fwﬁk definiert sind,

nennt man Christoffelsymbole oder Koeffizienten des Zusammenhangs V auf U.

Satz 12 Fs sei ein Koordinatensystem (U,x) gegeben. Dann gilt
Z Tligm = {8igjk + 0jgki — Okgij }s

wobei g;; = (0;, 0;) ist.

Beweis: Der Satz folgt im Wesentlichen aus Gleichung (5) im Beweis von Theo-
rem 3, indem man dort 9; = X, 9; =Y und Oz, = Z einsetzt:
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Z T = Z L9k
1 1
= > T4 (0 0)

= (O, Y _T,0)
1

= (O, V5,0))
= <8k7 Vaj 82>
1
= 5{61 (05, 0) + 05 (O, 0;) — Ok (0, 0;)
—([0:, Ok], 0;) — ([05, Okl, B) — ([9:, 051, Ok) }
1
- 5{3@'9]% + 0 gri — Okgij }-
Die erste Gleichung gilt wegen der Symmetrie des metrischen Tensors, die zweite
nach Definition von g¢;; im Satz. Die dritte Gleichung gilt wegen der Bilinearitat
des Skalarprodukts. Die vierte Gleichung gilt nach Definition der Christoffelsym-
bole, die fiinfte wegen der Symmetrie des Levi-Civita-Zusammenhangs. Die zweit-

letzte Gleichung gilt wegen der erwdhnten Gleichung (5) im Beweis des obigen
Satzes. Die letzte Gleichung folgt aus [0;,0;] = 0. O

Korollar 1 FEs sei ein Koordinatensystem (U,x) gegeben. Dann gilt

m 1 m
Fij = 5 Z{&igjk + ajgki - 8kgij}gk )
k

wobei (g*™) die Inverse der Matriz (gry,) ist.

Beweis: Die Matrix (gy;) ist invertierbar, weil der metrische Tensor eine positiv
definite Bilinearform ist. Wir bezeichnen mit ¢*™ den Eintrag in der k-ten Zeile
und m-ten Spalte der inversen Matrix. Nun multiplizieren wir die Gleichung

1
Z Tligm = 5{8igjk + 0jgki — Ongij }
l
aus obigem Satz auf beiden Seiten mit ¢*™ und erhalten

1
Z Tomg™ = 5{8i9jk + 0jgki = Orgii} g™
l

Jetzt summieren wir auf beiden Seiten iiber alle k:
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1
Z Z TLgug™™ = Z 5{01‘9]% + 091 — Okgi; g™
kool k

Auf der rechten Seite der Gleichung steht bereits der gewiinschte Term. Wir
formen noch den linken um, bis dort auch das Gewiinschte steht:

Z Z Fi‘jglkgkm = Z Z Féjglkgkm
kool Ik
= Z Pi‘j Z gg™™
- z r, z in

_ m

Die erste Gleichung gilt wegen des Kommutativgesetzes der Addition in R. Die
zweite Gleichung gilt, weil die Christoffelsymbole nicht vom Summationsindex k
abhingen und wir sie deshalb aus der inneren Summe herausziehen kénnen. Die
dritte Gleichung gilt, weil die Matrizen (g;;) und (¢g*™) zueinander invers sind,
ihr Produkt also die Einheitsmatrix (d;,) ist. Die letzte Gleichung folgt nach
Definition des Kronecker-Symbols d;,,. [

Korollar 2 FEs sei ein Koordinatensystem (U,x) gegeben. Dann gilt
DV kA
N N I

Beweis: Dies folgt, wenn man in Gleichung (4) des Beweises von Satz 9 den Aus-
druck Vy,0; ersetzt durch die rechte Seite der definierenden Gleichung Vj,0; =
> IOk der Christoffelsymbole. [J

7 Geodate und Exponentialabbildung

7.1 Geodaten

Bewegen sich die kraftefreien Objekte in der klassischen Mechanik mit konstan-
ter Geschwindigkeit im Euklidischen Anschauungsraum entlang nach Vielfachem
ihrer Bogenlédnge parametrisierten Geraden, so werden sich die nur der Gravita-
tion ausgesetzten Massen in der Raumzeit der Allgemeinen Relativititstheorie
analog auf ausgezeichneten Kurven bewegen, die durch die Gravitation und die
daraus resultierende Raumzeitkriimmung charakterisiert sind. Mit der Moglich-
keit, iiber den Levi-Civita Zusammenhang die Veranderung des Tangentenfeldes
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einer parametrisierten Kurve entlang der Kurve zu messen, steht uns nun auch
eine Moglichkeit zur Verfiigung, diese ausgezeichneten Kurven, die sogenannten
Geodéten, dariiber zu definieren, dass ihr Geschwindigkeitsfeld entlang der Kur-
ve (wie bei den nach Vielfachem der Bogenlinge parametrisierten Geraden des
Euklidischen Raums) konstant sein soll.

Definition 30 FEine Kurve v: I — M ist eine Geoddite, wenn sie die folgende
Differentialgleichung, die Geoddtengleichung, erfillt, wobei V der Leuvi-Civita-
Zusammenhang ist:

V., =0

Satz 13 FEine Kurve v: I — M ist genau dann eine Geoddte, wenn sie folgende

Gleichung erfillt:
D  dvy

Beweis: Dies folgt direkt aus Satz 9, (¢). O
Koordinatendarstellung der Geodétengleichung V¥ =0

Wir wollen jetzt die Geoditengleichung in Koordinaten darstellen. Eine parame-
trisierte Kurve ~ ist nach obigem Satz eine Geodéte, wenn sie die Gleichung

D dv
E(E) = 0.

erfiillt. Z—Z ist ein Vektorfeld langs der Kurve ~. Setzt man in Korollar 2 dieses

Vektorfeld ein fiir V', erhélt man die Gleichung

D dy Az, p dx; da;
_ YAy &k Tk .
dt<dt) ;{ a —Udt dt O

Da die Tangentialvektoren 0;|, fiir jedes p € M eine Basis im Tangentialraum
T,M bilden, miissen bereits die einzelnen Summanden (der dusseren Summe)
verschwinden. Also:

0

Geoditengleichungen 2. Ordnung in Koordinaten:

Az, n k.%d‘”i
dt — Y dt dt

7/7]

=0, k=1,...,n
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Das ist ein System von k Differentialgleichungen 2. Ordnung in den Koordina-
tenfunktionen z;(t). Wir wollen daraus ein System von k Differentialgleichungen
1. Ordnung in den Koordinatenfunktionen y; := % der Geschwindigkeit ma-
chen. Dazu betrachten wir das Tangentialbiindel 7'M der Mannigfaltigkeit. Es ist
wie folgt definiert: T'M ist zunéchst eine Menge, ndmlich

TM :={(q,v)lg e M,v e T,M}.

Wir kénnen diese Menge zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit machen, in-
dem wir darauf eine differenzierbare Struktur definieren: Jedes Koordiantensy-
stem (U, z) von M liefert ndmlich mit der Abbildung

@ :TU :=U XR" = TM,(T1, ... T, Y1, s Yn) > (X(l’l, ey T, Zyi@)

eine Parametrisierung und damit lokale Koordinaten von 7'M. Fiir den Nachweis,
dass diese Parametrisierungen eine differenzierbare Struktur bilden auf 7'M, siehe
z.B. [DC2]. S. 15. Hat die Mannigfaltigkeit A/ die Dimension n, hat die Mannig-
faltigkeit T'M offensichtlich die Dimension 2n.

Wir betrachten jetzt eine differenzierbare Kurve ¢ — ~(t) in M. Sie definiert eine

differenzierbare Kurve ¢ +— (y(t), 2(t)) in TM. Wegen

dry dx;
Ty =3 T wa

i

lasst sich diese Kurve lokal darstellen als

tis (xl(t),...,xn(t),%(t),...,%(t)) .

Setzt man y; 1= d;ti, folgt aus obigem System der n Geoditengleichungen 2. Ord-

nung direkt das folgende, dazu dquivalente System von n Gleichungen 1. Ordnung;:

Geoditengleichungen 1. Ordnung in Koordinaten:

cii_t = Yk
@ o= _Zz‘,jrfj?/z‘?/j k

Il
\.H
=

Mit diesen Geoditengleichungen 1. Ordnung kénnen wir das folgenden Lemma
beweisen.
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Lemma 3 FEs gibt ein eindeutig bestimmtes Vektorfeld G auf TM, dessen Tra-
jektorien die Form t — (y(t),~'(t)) haben, wobei v eine Geoddite auf M ist.

Beweis: Nach den obigen Uberlegungen ist die Geoditengleichung

D (dfy> B
dt dt’
dquivalent zum Gleichungssystem
Z;—f = Uk
o= =, Uiy k=1,..,n

Dieses besitzt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz iiber die Losungen von
Differentialgleichungen von Picard-Lindel6f genau eine Losung. [J

Definition 31 Das durch Lemma 3 definierte Vektorfeld G nennt man das
geoddtische Feld auf TM. Der Fluss von G nennt man den geoddtischen Fluss auf
TM.

Fiir den Beweis des néichsten Satzes bendtigen wir folgendes Theorem:

Theorem 4 Wenn X ein C° Vektorfeld auf der offenen Menge V in der Man-
nigfaltigkeit M und p € V' ist, dann gibt es eine offene Menge Vo C V mit p € Vj,
eine Zahl § > 0 und eine C*-Abbildung ¢ : (—=9,6) x Vo — V, sodass die Kurve
t— o(t,q), t € (=0,0) fiir jedes q € Vg die eindeutig bestimmte Trajektorie von
X ist, die zum Zeitpunkt t = 0 durch den Punkt q geht.

Beweis: Da eine differenzierbare Mannigfaltigkeit lokal diffeomorph zum R" ist,
folgt das Theorem direkt aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz vom Picard-
Lindelof fiir Differentialgleichungen. [

Wendet man Theorem 4 auf das geodétische Feld G im Punkt (p,0) € TM an,
ergibt sich folgender Satz.

Satz 14 Fiir jedes p € M gibt es eine offene Menge U C TU, wobei (U,x)
ein Koordinatensystem bei p und (p,0) € U ist, eine Zahl § > 0 und eine C*°-
Abbildung ¢ : (=6,0) x U — TU, sodass t — ¢(t,q,v) die eindeutig bestimm-
te Trajektorie von G ist, die die Anfangsbedingung ¢(0,q,v) = (q,v), fir jedes
(q,v) € U, erfillt. O

Nach Definition der Produkttopologie kann man U in folgender Form wéhlen:
U={(q,v) € TU;q € V und v € T,M mit |v| < &},

wobei V' C U eine Umgebung von p € M ist.
Setzt man v := wo ¢, wobei w : TM — M die kanonische Projektion ist, so kann
man Satz 14 folgendermassen ausdriicken.
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Satz 15 Es sei ein Punkt p € M gegeben. Dann gibt es eine offene Menge V' C
M, in der p enthalten ist, sowie zwei Zahlen § > 0, e1 > 0 und eine C*°-Abbildung

vi[=0,0] xU —= M, U=A{(q,v);q € V,veT,M,|v| <e},
sodass die Kurve t — ~(t,q,v),t € [=9,0] die eindeutig bestimmte Geoddite von

M ist, die fiir jedes ¢ € V und jedes v € T,M mit |v| < €1 zum Zeitpunkt t = 0
mit der Geschwindigkeit v durch den Punkt p geht.

Lemma 4 (Homogenitit von Geodditen) Wenn die Geodate v(t,q,v) auf dem

Intervall [—6,0] definiert ist, dann ist die Geoddte v(t,q,av), a € R, a > 0, auf

dem Intervall [—2, 2] definiert und es gilt

At g, av) = A(at, g, ).
Beweis: Es sei h : [—d,0] — M eine Kurve, gegeben durch h(t) = ~(at,q,v).
Dann gilt nach Satz 15, dass h(0) = ¢. Aus der Kettenregel folgt, dass
(1) K(t)=hlat,qv)) =7(at,q,v) a
ist. Deshalb ist
h'(0) =+'(0,q,v)-a=a-v.

Weil ¢ = 1/ ist und wegen Satz 9 ¢) gilt

D di

dt " dt
Setzt man jetzt Gleichung (1) auf der rechten Seite ein, ergibt sich aus der Defi-
nition des affinen Zusammenhangs:

) - Vh/(t) h/(t)

Vil (t) = a2V7/(at,q,v)7’(at, q,v) =0.

Deshalb folgt jetzt aus der Geodatengleichung, dass h(t) eine Geodéte durch ¢
mit der Geschwindigkeit av am Anfangsort ¢t = 0 ist. Wegen des Satzes von
Picard-Lindelof folgt, dass

h(t) = ~(at,q,v) = y(t,q,av). O

Satz 16 Es sei ein Punkt p € M gegeben. Dann gibt es eine Umgebung V von
p in M, eine Zahl e > 0 sowie eine C* Abbildung v : (—2,2) x U — M, wobei
U={(qw)eTM;qeV,weT,M,w|<c}, sodasst — y(t,q,w), t € (—-2,2),
die eindeutig bestimmte Geoddte auf M ist, welche zum Zeitpunkt t = 0 mit
der Geschwindigkeit w durch den Punkt q geht, fiir jedes ¢ € M wund fiir jedes
we T,M, mit |w| <e.

Beweis: Die Geodite (¢, g, v) in Satz 15 ist definiert fiir || < § und fiir |v| < &;.
Wendet man Lemma 4 an, so ergibt sich, dass 7(t, g, %”) definiert ist fiir ¢t €
[—%, 5/%]' Weil 5(/5_2 = 2.2 =2 ist, ist y(t,q, %) definiert fiir [¢{| < 2. Setzt man
jetzt e < %L, folgt, dass (¢, ¢, w) definiert ist fiir [¢| < 2 und |w| < e. O
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7.2 Exponentialabbildung

Es wird jetzt die Exponentialabbildung eingefiihrt. Mit dieser ist es moglich, eine
Umgebung eines Punktes auf einer Mannigfaltigkeit mit einer Umgebung der Null
im Tangentialraum an diesen Punkt zu identifizieren.

Definition 32 Fs seien ein Punkt p € M und eine offene Menge U C TM
gegeben wie in Satz 16. Dann heisst die Abbildung

[
exp(q,v) = 7(17 q, U) = 7(|,U|7 q, m>

Ezxponentialabbildung auf U.

In den meisten folgenden Anwendungen benutzen wir die Beschriankung der Ex-
ponentialabbildung auf eine offene Teilmenge von T, M, die g enthélt. Das heisst,
wir definieren die Abbildung

exp, : B.(0) C T,M — M

durch

expy(v) := exp(q,v)
wobei B;(0) der offene Ball mit Radius ¢ > 0 mit Zentrum im Ursprung von T, M
ist.

Satz 17 Zu gegebenem q € M gibt es ein € > 0, sodass exp, : B:(0) C T,M —
M ein Diffeomorphismus von B.(0) auf eine offene Teilmenge von M ist (siehe
Abbildung 7).

Ba (0)

T,M

Abbildung 7 (Ezponentialabbildung) Die Exponentialabbildung: Fin Diffeomorphismus B.(0) —
exp(B:(0)), falls ¢ > 0 klein genug ist. Jedem Tangentialvektor v € T,M wird der Punkt
(1, q,v) der eindeutig bestimmten Geoddite v mit der Geschwindigkeit v zugeordnet.

Beweis: Zuerst berechnen wir d(exp,),. Es gilt nach der Kettenregel

(1) dleany)o(v) = 5 (com(tv))

t=0
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Nach der Definition der Exponentialabbildung ist
(2)  expy(tv) = exp(q,tv) = (1, ¢, tv).
Weiter ist nach Lemma 4
(L g, tv) = (¢, ¢, v).
Setzt man dies in Gleichung (2) ein, so erhélt man:
expy(tv) = y(t, q,v).
Durch Einsetzen dieser Gleichung in (1) ergibt sich:

dlerp)ofv) = 5 (1(1..0))

t=0
Wegen Satz 16 ist

d
vt q0)| =v.
dt t=0

Folglich ist d(exp,),(v) = v. Deshalb ist d(exp,), die Identitdtsabbildung von
T, M. Daher folgt aus dem Theorem iiber Umkehrfunktionen, dass exp, ein lokaler
Diffeomorphismus auf eine Umgebung von 0 ist. [

8 Krimmung

8.1 Riemannscher Kriimmungstensor

Der Riemannsche Kriimmungstensor, der im semi-Riemannschen Fall der Raum-
zeiten der Allgemeinen Relativitdtstheorie eine fundamentale Rolle bei der In-
terpretation der Gravitation als Raumzeitkriimmung spielt, kann in gewisser
Weise dahingehend interpretiert werden, dass er ein Mass dafiir ist, in wie weit
die durch den Levi-Civita-Zusammenhang beschriebene Parallelverschiebung vom
Weg, entlang dem verschoben wird, abhangt.

Gehen wir auf diesen Aspekt nur am Rande ein, zielt dieser Abschnitt darauf ab,
die Schnittkriimmung einzufiihren, die dieselbe Information wie der Riemann-
sche Kriimmungstensor triagt. Schliesslich ist es das erklirte Ziel dieser Arbeit,
die Schnittkriimmung als Verallgemeinerung der Gausschen Flachenkriimmung
zu identifizieren.

Definition 33 Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Leuvi- Civita-
Zusammenhang V. Die Funktion R : X(M)*> — X(M), definiert durch:

Rxy”Z =VyVxZ —VxVyvZ + V[Xy]Z

heisst Riemannscher Krimmungstensor von M.
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Korollar 3 Wenn M = R" ist, dann ist RxyZ = 0 fir alle X,Y,Z € X(R").

Beweis: Wir betrachten das Vektorfeld Z = (z1, ..., z,) € X(R"™). Weil der Levi-
Civita-Zusammenhang eine Verallgemeinerung der Richtungsableitung darstellt
und man die Anwendung eines Vektorfelds auf eine Funktion f € F(M) als
Richtungsableitung auffassen kann, darf man in diesem Fall schreiben

(1) VyVxZ = (Y(X(21)), oo V(X (20)).
Und analog gilt:
(2) VxVxZ=(X(Y(x)),..,X(Y(2,))) und

3)  VixnZ = (X, Y]z, ... [X,Y]z).

Also kann man wegen (1) und (2) schreiben:

VyVxZ — ViVyZ = (Y(X(21))s o V(X (22) = (X (Y (21))s oo X (Y (2))
(Y, X2, . [Y, X]20).

Mit (3) und den Eigenschaften des affinen Zusammenhangs folgt jetzt, dass
VyVxZ —-VxVyZ = V[KX}Z = —V[X,y}Z

ist. Setzt man dieses Ergebnis in die Definition des Riemannschen Kriimmungs-
tensors ein, so erhilt man

nyZ — V[va}Z - V[va}Z - 0 |:|

Satz 18 Der Riemannsche Krimmungstensor R einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit M hat folgende Figenschaften:

(i) R ist F(M)-bilinear in X(M) x X(M), das heisst:
R(f X1+ gX3, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),
R(Xy, fY1+gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X4, Ya),
fr9 € 3(M), X1, X, Y1,Y; € X(M)

(i1) Fiir alle XY € X(M) ist der Krimmungsoperator R(X,Y) : X(M) —
X(M) §(M)-linear, das heisst:

RX,Y)Z+W) =R(X,Y)Z + R(X,Y)W,

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,
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fegM), ZWeX(M).

Teil i) ist einfach zu beweisen. Deshalb beweise ich nur ii). Nach der Definition
des Riemannschen Kriimmungstensors gilt:

Rxy(Z+W)=VyVx(Z+W)—=VxVy(Z+ W)+ Vixy(Z+W).

Weil der Levi-Civita-Zusammenhang auch ein affiner Zusammenhang ist, gilt
nach der Definition des affinen Zusammenhangs:

VyVx(Z+W)=VxVy(Z+W)+Vixy)(Z+W)

— VyVxZ + Vy VW = VxVy Z — VxVy W + Vixy1Z + Vix v W.

Dies entspricht genau RxyZ + Rxy W.
Fiir den zweiten Teil von (ii) wird wieder auf die Definition des affinen Zusam-
menhangs zuriickgegriffen:

(1) VWwVx(fZ2) = Vv(fVxZ+ (X[)Z)
= fVWWVxZ+ (Y ) (VxZ)+ (X )(VyvZ)+ (Y (Xf))Z.

Aus Gleichung (1) sowie der Definition des affinen Zusammenhangs folgt:
(2)  VyVx(fZ2)=VxVy(fZ)=f(VyVx = VxVy)Z+(YX - XY)f)Z.

Denn die zwei mittleren Terme der rechten Seite der Gleichung (1) kiirzen sich
weg. Setzt man jetzt Gleichung (2) in die Definition des Riemannschen Kriim-
mungstensors ein, so erhélt man:

(3) Rxy(fZ)=f(VyVx =VxVy)Z+(YX = XY)f)Z + Vixy)([Z).
Aus der Definition des affinen Zusammenhang folgt jetzt
Rxy(fZ2) = [VyVxZ = [VxVyZ+ (Y X = XY) ) Z + [Vixy)Z + ([X, Y]f)Z.
Weil (YX — XY) =[Y, X] ist, folgt
(4)  Rxy(f2) = fVyVxZ—fVxVyZ+([Y,X|f)Z+ fVixy)Z+([X,Y]f)Z.
Da [X,Y] = —[Y, X] ist, lasst sich Gleichung (4) folgendermassen schreiben:
Rxy(fZ) = fVyVxZ — fVxVyZ + fVxy|Z.
Weil dies genau der Definition von fRyy Z entspricht, folgt, dass
Rxy(fZ)= fRxvZ

ist. [
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Satz 19 FEs seien X, Y, W, Z € X(M). Dann gilt:
(i) Rxy = —Ryx,
(it) (RxyV,W) = —(RxyW,V),
(iii) RxyZ + RyzX + RyxY = 0.
Beweis: Zuerst zu (i): Nach der Definition des Riemannschen Kriimmungstensors
ist
(1) Rxy =VyVx —=VxVy+Vxy

und
(2) RYX = vXVY - VYVX + V[YJ(}.

Offensichtlich gilt
(3) — Ryx = VyVx = VxVy — Viyx).
Aufgrund der Definiton des affinen Zusammenhangs ist —Vy,x] = V_fy,x] und
wegen den Eigenschaften der Lie-Klammer V_y x) = Vx y]. Also gilt
—Vivx) = Vixyl-
Einsetzen in (3) liefert:
—Ryx = VyVx — VxVy + Vixy.
Die rechte Seite der Gleichung ist die Definition von Ry . Folglich ist
Rxy = —Ryx.

Nun zum Beweis von ii): Zuerst wird bewiesen, dass Eigenschaft ii) dquivalent ist
zu (RxyW, W) = 0. Anschliessend wird bewiesen, dass diese Gleichung korrekt
ist. Zum Aquivalenzbeweis:

Rxyy(W =V),W —V)

Rxy(W = V), W)+ (Rxy(W = V), =V)

Rxy(W = V), W) — (Rxy (W — V), V)

RxyW — RxyV,W) — (RxyW — RxyV,V)
RxyW,W) — (RxyW,V) — (RxyV, W) + (RxyV, V)
= —(RxyW,V) —(RxyV,W)

o~ o~~~

Die erste Gleichung gilt nach Voraussetzung, die zweite und dritte wegen den
Axiomen des Skalarprodukts, die vierte wegen den Eigenschaften des Riemann-
schen Kriimmungstensors und die fiinfte wieder wegen den Axiomen des Skalar-
produkts. Schliesslich gilt die letzte Gleichung nach Voraussetzung.
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Durch Umformen der letzten Gleichung erhilt man jetzt
—(RxyW,V) = (RxyV, W),

was der Eigenschaft ii) entspricht.
Es bleibt zu beweisen, dass die erste der oberen Gleichungen korrekt ist. Durch
Einsetzen der Definition des Riemannschen Kriimmungstensors erhélt man

(4)  (RxyW, W) =(VyVxW = VxVyW + Vix i)W, V).
Wegen Satz 11 ist
) (VyVxW, W) =Y (VW W) — (Vx W, VyW).
Analog gelten die Gleichungen
6)  (VxVyW, W) = X{(VyW, W) — (VyW,VxW)

und
(1) (VoW W) = S[X Y] 7).

Setzt man die Gleichungen (5), (6) und (7) in Gleichung (4) ein, so ergibt sich
wegen der Eigenschaften des Skalarprodukts, dass

8)  (RyyW, W) =Y(VxW, W) — X(VyW, W) + %[X, YW, W).

Fiir den Teil auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens gilt

Y (VAW W) — XV W W) 4 XYL W)

= %Y(X(W, W) — %X(Y(W, W) + %[X, YW, W)

= XY W) + X, V(W)
=0.

Jetzt zum Beweis von (iii): Mit der Definition des Riemannschen Kriimmungs-
tensors kann man schreiben:

RxyZ + RyzX + RzxY =

VyVxZ —VxVyZ+ V[X,y}Z+
VzVy X —VyV X + V[Y,Z]Z+
VxVzY —VzVxY + V[ZJ(}Y
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Wegen der Symmetrie des Levi-Civita-Zusammenhangs folgt
VyVxZ —VxVyZ+ V[X,y}Z
+VzVy X —VyVz X + V[Y,Z]Z
+VxVzY —V;VxY + V[Z,X]Y
= Vy[X, Z] + VY, X]+ Vx[Z,Y] = Vix 1Y = VyixjZ = Vizn X
=YX Z]| + 2, [Y. X]| + [X,[Z,Y]].
Der letzte Ausdruck ist aufgrund der Jacobi-Identitét fiir Vektorfelder null. [J

Bemerkung 6 Der Wert von RxyZ im Punkt p hingt lediglich von den Werten
von X, Y und Z im Punkt p ab.

Fiir einen Beweis dieser Bemerkung siehe zum Beispiel [DC2|, Seite 92.

8.2 Schnittkriimmung

Wir definieren in diesem Abschnitt die Schnittkriimmung. Die Schnittkriimmung
ordnet jeder Ebene im Tangentialraum an einen Punkt einer Mannigfaltigkeit
eine Zahl als Kriimmung zu.

Wir fithren zuerst folgenden Begriff ein:

Definition 34 Fin Prdhilbertraum V ist ein endlich-dimensionaler, reeller Vek-
torraum mit Skalarprodukt.

Ausserdem fiihren wir eine abkiirzende Schreibweise ein: Es sei V' ein Prahilbert-
raum. Man schreibt:

lz Ayl =22yl — (z,y)%,  z,yeV.

Anschaulich ist dieser Ausdruck gleich dem Fliacheninhalt des Parallelogramms,
das von den beiden Vektoren x und y aufgespannt wird. Dies sieht man folgen-
dermassen:

V0glPlyl? = (2, 9)? = VIaPlyl? — [2PlyP cos? a = /]2y (1 - cos? a)

= \/|z[2|y|?sin® o = |z||y| sin a.

Dabei bezeichnet o den von x und y eingeschlossenen Winkel. Der letzte Term
stellt bekanntlich im R? den Fliicheninhalt des von x und y aufgespannten Par-
allelogramms dar.
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Satz 20 Es seien o C T,M ein 2-dimensionaler Unterraum des Tangentialraums
T,M und x,y € o zwei linear unabhdingige Vektoren. Dann hingt

. o) o Ly Y)

nicht von der Wahl der Vektoren x,y ab.

Beweis: Man kann nachrechnen, dass man mit den folgenden Transformationen
von jeder Basis {x,y} in T,M zu jeder anderen Basis {z’,y'} wechseln kann,
wobei A € R:

L {z,y} = {y,z}
2. {z,y} — {Az, y}
3. {z,y} = {z+ \y,y}

Es bleibt also zu zeigen, dass K (z,y) invariant unter solchen Transformationen
ist.

(a) K(z,y) = K(y, )

Dass |z A y| = |y A x| ist, ist offensichtlich. Damit klar wird, dass (R, z,y) =
(Ry.y,x) ist, werden die Eigenschaften (i) und (ii) von Satz 19 bendtigt. Durch
das Einsetzen von (i) in (ii) erhilt man direkt (R, z,y) = (Ry.y, ©).

(0) K (,y) = K(Az,y)

Den Ausdruck [AzAy| = /|Az[2|y[2 — (A\z, y)? kann man wegen den Axiomen fiir
das Skalaprodukt und fiir die Norm sowie aufgrund der Eigenschaften derselben
umschreiben zu |Az A y| = /A2[z]2|y|> — A\2(z, y)2. Durch Ausklammern ergibt
sich [Az A y| = /A2(|z]2[y|? — (z,9)?). Wenn man nun A aus der Wurzel zieht,
erhdlt man

(x2)  Px Ayl =A]aPlyP — (o, 9)? = Az Ayl.

Aus Satz 18 Eigenschaft (i) folgt, dass Rog)yy@ = ARyyx. Also gilt (Roayyx, 2) =
(ARyyx, z). Deshalb folgt jetzt mit den Axiomen des Skalarprodukts, dass

(x3) (R, 2) = MRy, 2).

Kombiniert man die beiden Gleichungen (%;) und (*3) mit Gleichung (%), so
erhélt man

MRy, y)

K(\z,y) = NEYNTER
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Weil A\ sowohl im Nenner als auch im Zahler vorkommt, kann man kiirzen und
erhélt:
(Ray,y)

[z Ayl
Weil dies aber genau K(x,y) entspricht, folgt:

K(z,y) = K(A\z,y).

K(Az,y) =

(K (z,y) = K(z + Ay, y)

Zuerst beweise ich, dass (Riay)y (@ + Ay),y) = (Ryyx,y) ist. Aufgrund der Li-
nearititseigenschaft des Riemannschen Kriimmungstensors ist

(ta) (B (@ +A9),y) = (Ray + ARy ) (2 + Ay), y).
Weil nach Satz 19, i) R,, = 0 gilt, ist auch AR,,, = 0. Setzt man dies in Gleichung
(%4) ein, so erhilt man
() (Rieonl@ +29),5) = (Rey (5 + A9), ).
Wieder wegen der Linearitidtseigenschaft des Riemannschen Kriimmungstensors
gilt
(Bey(z + Ay), ) = (Ray + Roy)(Ay), )
Aufgrund der Eigenschaften des Skalarprodukts kann man dies umschreiben zu
(x6)  (Ray(z 4+ Ay),y) = (Rayw,y) + (Ray(Ay), )

Nach Satz 19, i) ist (R.,(Ay),y) = 0. Durch Einsetzen in Gleichung (%) ergibt
sich

(Ray(z + Ay), ) = (Ray,y).
Setzt man dies jetzt in Gleichung (x5) ein, sieht mann, dass

<R($+)\y)y (.T + )\y), y> = <ny'r7 y) ist.

Es bleibt zu beweisen, dass |(z + A\y) A y| = |z A y| ist. Es gilt
(x4 Ay) Ayl? = |z + MyPlyl> — (z + Ay, y)°
= (4 Ay, + M) [yl* = [z, 9) + My, v)]”
= [z, 2) + Mz, y) + My, 2) + Xy, »)]ly1* = [{z,9) + My, v)]?
= [|2* + 2X (=, y) + Ny Plyl® — [(z,9)* + 2X\ (2, 9) |[y]* + N|y["]
= [z[|y[* + 2M(z, ) [y|* + N*|y|* = (z,9)* = 2X(z, v)[yl* = Aly[*
= [z[*|y[* = (z,1)*
= |x/\y|2.
Weil also |(z + A\y) Ay|> = |z A y|? ist, ist auch |(x + Ay) Ay| = [z Ay|. O
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Definition 35 FEs seien ein Punkt p € M und ein 2-dimensionaler Unterraum
o C T,M gegeben. Die reelle Zahl K (o) := K(z,y), wobei z, y eine beliebige
Basis von o ist, heisst Schnittkrimmung von o in p.

Korollar 4 Ist M = R", so gilt fiir jeden Punkt p € M:
K(o) =0,
wobei o C T,M ist.

Beweis: Wegen Corollar 3 ist klar, dass der Riemannsche Kriimmungstensor im
R"™ verschwindet. Folglich verschwindet im Euklidischen Raum auch jedes Ska-
larprodukt mit dem Riemannschen Kriimmungstensor. Deshalb ist der Zahler in
der Definition der Schnittkriimmung von Satz 20 null und somit ist die Schnitt-
kriimmung null. [J

9 Untermannigfaltigkeit

Es sei f: M — M eine differenzierbare Immersion einer Mannigfaltigkeit A/ in
eine Mannigfaltigkeit M, wobei dim(M) = n und dim(M) = k = n + m gilt.
Die Riemannsche Metrik von M induziert auf natiirliche Weise eine Riemannsche
Metrik auf M. In diesem Kapitel werden wir die Zusammenhénge zwischen der
Geometrie von M und derjenigen von M niher beleuchten.

9.1 Levi-Civita-Zusammenhang

In diesem Abschnitt betrachten wir die Beziehung zwischen dem Levi-Civita-
Zusammenhang V einer Mannigfaltigkeit A/ und dem Levi-Civita-Zusammenhang
V einer Untermannigfaltigkeit M von M.

Fiir jeden Punkt p € M wird der Tangentialraum T,M durch das Skalarprodukt
auf diesem in die direkte Summe T,M = T,M & (T,M)* aufgeteilt. Dabei be-
zeichnet (T,M)* das orthogonale Komplement von T,M in T,M. Wenn v € T,M,
mit p € M ist, dann kann man schreiben:

v =0l 4oV
Dabei sind v* € T,M und v € (T,,M)*. Diese Zerlegung ist eindeutig.

Definition 36 In obiger Notation heisst v die Tangentialkomponente und v
die Normalkomponente von v.

Definition 37 Fs sei V ein Prdhilbertraum mit Skalarprodukt g. Zwei Vektoren
v, w € V sind orthogonal, wenn g(v, w) = 0. Man schreibt dann: v L w. Zwei
Teilmengen A, B C V sind orthogonal, wenn g(v, w) = 0 fir alle v € A und w €
B. Analog schreibt man A 1 B.
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Satz 21 Wenn X und Y lokale Vektorfelder auf M und X, Y lokale Erweiterun-
gen derselben auf M sind, so gilt fiir die Levi-Civita-Zusammenhinge V und ¥V
auf M und M:

ny = (ﬁy?)T

Beweis: Wir definieren VY := (V<Y)?. Es muss jetzt gezeigt werden, dass V
kompatibel mit der Metrik auf M und symmetrisch ist.
Zuerst zur Kompatibilitdat. Auf M gilt

=(VxY,Z) + (Y, VxZ)
=(VxY,Z) + (Y, VxZ)
= (VxY, Z) + (Y, VxZ)
=(VxY,Z) + (Y, VxZ)

Nun zum Symmetriebeweis. Es gilt

VY —VyX = (VYT - (VX)) = X, YT = [X,Y]. O

9.2 Zweite Fundamentalform

Die zweite Fundamentalform kann als Abbildung interpretiert werden, die die
geometrischen Eigenschaften einer Untermannigfaltigkeit in Abhéngigkeit des sie
umgebenden Raums beschreibt.

Satz 22 FEs seien X,Y € X(U). Die Abbildung B : X(U) x X(U) — X(U)*
definiert durch o
B(X,Y) = VsY — VxV

st bilinear und symmetrisch.
Beweis: Aus der Linearititseigenschaft des affinen Zusammenhangs folgt unmit-

telbar, dass
B<X1 + XQ,Y) - B(Xl,Y) —|— B(XQ,Y),

B(X, Y1 +Y2) = B(X, Y1) + B(X,Y3)

und

B(fX,Y) = fB(X,)Y), f € §(U)

ist.
Es bleibt zu beweisen, dass B(X, fY) = fB(X,Y) ist. Wenn wir mit f eine
Erweiterung von f auf U bezeichnen, ergibt sich aus der Definition von B(X, Y):

B(X, [Y)=Vx[Y - Vx(fY).
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Aus den Eigenschaften des affinen Zusammenhangs erhilt man:
(1)  BX,fY)=F VgY - fVxY + X(f)Y - X(f)Y.

Weil f = f, X(f) = X(f) und Y = Y auf ganz M ist, subtrahieren sich die
beiden letzten Terme in Gleichung (1) weg, und der Faktor f vor V ist identisch
mit f. Aus Gleichung (1) wird daher

B(X,fY) = fVxY — fVyY.
Die rechte Seite ist gleich fB(X,Y). Deshalb gilt
B(X, fY) = fB(X,Y).

Um die Symmetrie von B(X, Y) zu zeigen, benutzen wir die Symmetrie des Levi-
Civita-Zusammenhangs. Es ist

(2) B(X,Y)=VgY —VxY =VyX +[X,Y] - VyX - [X,Y].
Weil [X,Y] = [X, Y] auf M, wird Gleichung (2) zu
B(X,Y) =VyX — Vy X.
Die rechte Seite ist nach Definition gleich B(Y, X). Alsoist B(X,Y) = B(Y, X). O
Lemma 5 Die Abbildung
H, :T,M x T,M — R, definiert durch H,(z,y) := (B(x,y),n)

st eine symmetrische Bilinearform.

Beweis: Dies folgt direkt aus der Bilinearitéit des Skalarprodukts und derjenigen
von B. [J

Definition 38 Die Abbildung T,M — R, definiert durch
IL(x) .= Hy(x,x)

heisst die zweite Fundamentalform von fim Punkt p lings des Normalenvektors
n.

Definition 39 Fine lineare Abbildung A : R™ — R"™ ist ein symmetrischer Operator,
wenn gilt:

(Az,y) = (z, Ay) Vr,y € R"

Satz 23 Der bilinearen Abbildung H,(x,y) kann man einen symmetrischen Ope-
rator S, zuordnen, definiert durch

(Sy(@),y) = Hy(z,y)

93



Beweis: (i) S, ist wohldefiniert, d.h. durch diese Gleichung eindeutig bestimmyt.
Denn (es sei ey, ..., e, eine Basis in R")

n

Sy(x) = D (Sylx), ee;

i=1
= Z Hn(l‘, ei)ei

i=1
d.h. S, (x) ist durch die Werte H,(x,e;) eindeutig bestimmt.

(ii) S, ist symmetrisch:

=

(z,y

= (B(z,y),n)
(B(y,),m)

(

<

Sym. B
v B(y,x

9

)

)

)
= Hy(y,z)
= (Sh(), @)
= (z,5(y)). O

Satz 24 Es seien p € M,z € T,M und n € (T,M)*. Ausserdem sei N eine
lokale Erweiterung von n, welche normal zu M ist. Dann gilt:

S,(2) = ~(V.N)".

Beweis: Es sei y € T,M und es seien X,Y lokale Erweiterungen von x bzw. y,
tangential zu M. Dann gilt

(S (x), y)



Die erste Gleichung gilt nach Definition von S, die zweite nach Definition der
beiden Vektorfelder X,Y, die dritte nach Definition von B, die vierte wegen
der Bilinearitédt des Skalarprodukts und die fiinfte, weil VxY(p) € T,M und
daher VxY(p) L N(p). Die sechste Gleichung gilt nach Satz 11. Die viertletzte
Gleichung gilt wegen (Y, N)(p) = 0. Die drittletzte Gleichung gilt wegen y =
Y (p), die zweitletzte wegen der Symmetrie des Skalarprodukts und die letzte,
weil V,N = (V,N)T. O

9.3 Schnittkriimmung

Wir setzen jetzt die Schnittkriimmung von M in Beziehung zu der von M. Fiir
linear unabhéngige Vektoren x,y € T,M bezeichnen K(z,y) und K(x,y) die
Schnittkriimmungen von M bzw. M in der von z,y aufgespannten Ebene.

Theorem 5 (C. F. Gauss) Es seien p € M und z, y € T,M orthonormale Vek-
toren. Dann gilt:

(1) K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y,y)) — |B(z,y)|*.

Beweis: Es seien X, Y lokale orthogonale Erweiterungen der Vektoren x, y,
welche tangential zu M sind. Die lokalen Erweiterungen von X und Y auf M
bezeichnen wir mit X und Y. Nun gilt nach der Definition der Schnittkriimmung;:

<R:vy377 Y) <Rry377 Y)

T e AyP T JeAyP

Wegen |z Ay| = /|z[2y|? — (z,y)? und L y, ist |« A y| = 1. Deshalb ist auch
|z A y|* = 1. Daher kann man in Gleichung (2) den Nenner streichen und man
erhélt:

K(z,y) — K(z,y) = (Ruy®,y) — (Ray,y).

Setzt man in diese Gleichung die Definition des Riemannschen Kriimmungsten-
sors (Definition 33) ein, so ergibt sich am Punkt p:

K(z,y) = K(ry) = (VyVxX = VaxVyX + Ve X, V) (p) = (V5 VX
— VxVeX + Vs X.Y)(p).

Nach den Axiomen fiir das Skalarprodukt kann man dies umschreiben zu:

(3)  K(z,y)—K(z,y) = (VyVxX = VxVy X — (V3VxX — VxVyX), Y) (p)
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Nach Definition 36 ist V(xy) X — V[X?}Y = _(ﬁ[XV}Y)N. Denn Vixy) X ist
die Tangentialkomponente von 6[777]7. Damit lasst sich der letzte Term von
Gleichung (3) folgendermassen schreiben:

@) (VanX = VegX.Y)(p) = (-VerX)".Y)®).

Wegen —(W[XV]Y)N 1Y, ist der Ausdruck (4) null und Gleichung (3) l&sst sich
schreiben als:

(5)  K(z,y)—K(z,y) = (VyVxX = VxVyX - (V3VxX - VxV5X), Y)(p).

Wegen den Eigenschaften des Skalarprodukts kann man Gleichung (5) folgender-
massen ausdriicken:

(6) K(z,y) — K(z,y) = (VyVxX,Y)(p) — (VxVy X, Y)(p)
—(VyVxX,Y)(p) + (Vx VX, Y)(p).

Andererseits, seien Ey, ..., E,, lokale Orthonormalfelder, die normal zu M sind,
wobei m = dim M — dim M. Weil B(X,Y) € T,M* und E; eine Orthonormal-
basis von T, M~ ist, gilt nach Lemma 2:

B(X,Y)=Y" (B(X,Y), E)E;.
Jetzt erhalten wir wegen der Definition von H in Satz 5:
(7) BX,)Y)=¥"H(X,Y)E;, H,=Hg, i=1,..,m.

Weil B(X,X) + VxX = VxX ist, kann man V3VgX schreiben als

Vy#(B(X,X) + VxX).
Setzt man in diesen Ausdruck noch Gleichung (7) ein, so ergibt sich:
(8)  VyVxX = Vy(SL Hi(X, X)E; + Vx X).

Der rechte Teil dieser Gleichung ldsst sich aufgrund Definition 25, Eigenschaft
(2) schreiben als: o o
(X, VyH (X, X)E;) + V¢V x X.

Diesen Ausdruck kann man aufgrund derselben Definition aber Eigenschaft (3),
darstellen als:

Y AH(X, X)VyE; + YHi(X, X)E;} + ViV X.

Setzt man dies nun in Gleichung (8) ein und nimmt gleichzeitig das Skalarpro-
dukt, so erhilt man:

(9)  (VeVxX,Y) = (SL{H:(X, X)VEA+Y Hi(X, X)Ei},Y)+(VyVx X, Y).

26



Wegen Definition 21 gilt fiir den letzten Summanden von Gleichung (9) im Punkt
p:
(10)  (V3VxX,Y) = (VyVxX,Y).

Durch Einsetzen von (10) in Gleichung (9) erhéilt man
(11)  (VyVX,Y) = (82 {H(X, X)VyEA+Y H(X, X)E;},Y)+(VyVxX,Y).
Wegen der Axiome des Skalarprodukts kann man Folgendes schreiben:
(S {Hy(X, X)VyE; + YH;(X, X)E;},Y)
= (S Hi(X, X)VyE, Y) + (SL Y Hi(X, X) B, Y).

Der zweite Term auf der rechten Seite dieser Gleichung ist jedoch null, weil E; 1 Y
ist. Deshalb gilt sogar:

(12) (L {H(X, X)VyE + Y H(X, X)E},Y) = (S8 Hi(X, X)Vy B, Y).
Setzt man jetzt Gleichung (12) in (11) ein, erhélt man
(13)  (VyVxX,Y) = (82 Hi(X, X)VyE, Y) + (Vy Vi X, Y).

Aufgrund der Axiome des Skalarprodukts kann man Gleichung (13) folgender-
massen darstellen:

(14)  (ViVX,Y) =" H/(X, X)(V¥E,Y) + (VyVx X, Y).
Wegen Satz 11 gilt
Y(E.Y) = (VyE;,Y) + (E;, VgY).
Weil aber E; 1Y ist, folgt, dass Y(E;,Y) = 0 ist. Daher gilt
(1)  (VyE,Y) = —(B;, VyY).

Jetzt ist o

Aufgrund der Eigenschaften des Skalarprodukts kann man schreiben
H,(Y.Y) = (VyY,E) — (VyY, E)).
Weil aber Y 1 E; gilt, ist der zweite Summand null und man erhélt
Hy(Y,Y) = (VyY,E)).
Speziell auf M gilt also

(k2)  H;(YY) =(VyY Ej).
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Setzt man jetzt (*9) in (¥1) ein, so ergibt sich, dass
(15)  (VyE,Y) = —H;(Y,Y) ist.
Setzt man jetzt Gleichung (15) in Gleichung (14) ein, so ergibt sich
(16)  (VyVxX,Y)=—S" Hy(X, X)H;(Y,Y) + (VyVxX,Y).

Wegen der Eigenschaften des Levi-Civita-Zusammenhangs sowie wegen der Ei-
genschaften von H; gilt auch

(17)  (VVsX,Y) = -2 Hi(X,Y)H{(X,Y) + (VxVyX,Y).

Durch Einsetzen von (16) und (17) in Gleichung (6) erhélt man jetzt

n

(18)  K(w.y) = K(z,y) = > Hilw,x)Hily,y) = 3 Hilw,y)Hi(w,y).

=1

Weil nach Definition von H;

n n

ZHi(ﬂf,y)Hi(%y) =Y (Blx,y). B)(B(w.y), E) = ) (Blx,y). B)* = [B(x,y)

i=1 =1
ist und weil analog gilt, dass

n

ZHi(x,x)Hz(y,y) =Y (Blz.2), E)(B(y,y), B) = (B(x,7), B(y.y))

i=1

ist, wird Gleichung (18) zu

Korollar 5 Im Fall einer Hyperfliche M™ in M kann man die Gauss-Formel
folgendermassen ausdriicken.:

K(ei, Gj) — K(ei,ej) = )\z>\]

Beweis: Es seien p € M und 7 € (T,M)* normiert. Ausserdem sei {ey,...,e,}
eine Orthonormalbasis von T,M, in der S, diagonal ist, das heisst S, (e;) = \e;,
i—=1,...,n, wobei A\, ..., A, die Eigenwerte von S, sind. Weil nach Satz 23 H (e;, e;) =
(Sy(ei), ej) ist und weil nach Voraussetzung (S(e;), e;) = (Ne;, ;) ist, folgt aus
den Axiomen des Skalarprodukts, dass

H(ei, 6]') = )\i<6i7 6j>
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gilt. Weil (e;, e;) = 0 fiir ¢ # j und (e;, e;) = 1 fiir ¢ = j, folgt
He;,e;) = \i.
Wegen H(e;, e;) = 0 und Lemma 5 folgt, dass
(1) Bleie;) =0, i #j

ist. Gleichung (7) aus dem Beweis des Gauss-Theorems kann man wegen dim (M )—
dim(M) = 1 in unserem Fall so schreiben:

Blei, ej) = Hy(ei, e5)n.

Setzt man dies zusammen mit Gleichung (1) in die Gauss-Formel ein, so erhilt
man

(2) Kl ej) — K(ei, e5) = (Hy(es, €)n, Hy(ej, €5)n).
Nach den Axiomen des Skalarprodukts gilt:
(Hy(ei, e0)n, Hy(ej, e5)n) = Hyles, ) Hy(ej, e5)(n. ).
Weil 1 normiert ist, folgt
(Hy(ei, ei)n, Hylej, €5)n) = Hy(ei, e:) Hy(ej, €5) = Aid;.
Setzt man dies in Gleichung (2) ein, so ergibt sich

K(es, e5) — K(ei, e5) = M);.0

10 Zusammenhang zwischen Schnitt- und Gauss-
Krimmung

In diesem Kapitel wird in Abschnitt 10.1 zuerst gezeigt, dass die Schnittkriim-
mung auf einer reguléren Fliche stets der Gauss-Kriimmung auf dieser entspricht.
Im Abschnitt 10.2 wird dann schliesslich ein Zusammenhang zwischen der Schnitt-
kriimmung allgemeiner Mannigfaltigkeiten und der Gauss-Kriimmung hergestellt.

10.1 Auf reguliren Flichen

Satz 25 Im Fall, dass M = M? C M = R3, ist die Schnittkrimmung K iden-
tisch mit der Gauss-Krimmung K(p).

Beweis: Weil nach Corollar 4 die Schnittkriimmung im R3 verschwindet, redu-
ziert sich die Formulierung der Gauss-Formel aus Corollar 5 fiir unseren Fall auf
K(el, 62) = )\1)\2. Weil aber )\1)\2 = Ks(p) iSt, fOlgt

K(ey,es) = Kq(p).O
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10.2 Allgemeiner Fall

Definition 40 Eine Immersion f- M — M ist geoditisch im Punkt p € M, wenn
fiir jedes n € T,M die zweite Fundamentalform H, null ist.

Satz 26 Eine Immersion f: M — M ist genau dann geoddtisch im Punkt p € M,
wenn jede Geoddte v in M mat Startpunkt p auch eine Geoddte von M im Punkt
p 1st.

Beweis: Es sei v(0) = p und +/(0) = x. Weiter sei 77 ein Normalenvektor im Punkt
p. Ausserdem seien N ein lokales Normalenvektorfeld auf einer Umgebung von p,
welches 1 erweitert und X ein lokales Tangentialvektorfeld, welches x erweitert.
Es gilt (X, N) = 0. Aus Satz 23 folgt

(1) Hy(z,2) = (S)(), 7).
Weiter gilt nach Satz 24:
(2 (Sy(@),2) = (=(VoN)", ).
Weil (V,N) = (V,N)T+(V,N)" ist, gilt nach den Axiomen des Skalarprodukts:
(3)  (=(VaN),2) = (=(VaN)", 2) + (—=(V.N)Y, 7).
Wegen = € T,M fillt der zweite Summand der rechten Seite von Gleichung (3)

weg:
<_(va)a :L‘> = <_(V$N)T’ :L‘>

Aus diesem Grund kann man Gleichung (2) schreiben als:
(Sy(2), ) = (=(VoN), ).
Speziell im Punkt p gilt dann offensichtlich
(@) (Sy(z),7) = (=(VxN), X).
Nach Satz 11 gilt:
(5)  (=(VxN),X)=—-X(N,X)+ (N, VxX).

Weil (X, N) = 0 ist, fillt der erste Summand der rechten Seite von Gleichung (5)
weg und man erhilt: B B
(—=(VxN),X)=(N,VxX).

Kombiniert man dies mit Gleichung (1), so ergibt sich:
(6)  H,(x,x) = (N,VxX).
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Wegen Definition 40 folgt mittels Gleichung (6), dass f genau dann geodétisch im
Punkt p ist, wenn fiir ein (und somit fiir alle) x € T,M, die Geodéte v in M, die
im Punkt p tangential zu x verliuft, folgende Bedingung erfiillt: Vx X hat keine
Normalenkomponente. Also folgt aus der Definition 30 mittels der Geodétenglei-
chung, dass f genau dann geoditisch im Punkt p ist, wenn jede Geodéte v von
M mit Startpunkt p auch eine Geodiite von M in p ist. Denn ist VxX(p) = 0,
so entspricht dies der Geodétengleichung V.9 =0 in M. O

Theorem 6 Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Weiter sei
B.(0,) C T,M eine offene Kugel mit dem Radius n > 0, sodass exp, ein Diffeo-
morphismus ist. Es sei o ein 2-dimensionaler Unterraum von T,M. Dann ist S
= exp,(0 N B:(0,)) eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, die durch
den Punkt p geht, und es gilt:

Ky(p) = K(p,0)

wobei K(p) die Gauss-Krimmung von S im Punkt p und K(p, o) die Schnitt-
krimmung von M im Punkt p beziiglich o ist (siehe Abbildung 8).

N B.(0)

exp(o N B:(0))

Abbildung 8 (Schnittkrimmung). Die Schnittkrimmung im Punkt p € M beziglich o ist
identisch mit der Gauss-Krimmung im Punkt p der reguldren Fliche, die dem Bild der Expo-
nentialabbildung einer kleinen Epsilonumgebung aus o entspricht.

Beweis: Das Differential di), : T,,S C T,M der Inklusionsabbildung i : S C M ist
die Identitidsabbildung und somit injektiv. Deshalb ist sie eine Immersion. Weil
die Inklusionsabbildung offensichtlich alle Eigenschaften eines Homdomorphismus
aufweist und weil S C M ist und S somit die von M induzierte Topologie besitzt,
ist die Inklusionsabbildung sogar eine Einbettung. Aus dieser Erkenntnis sowie
aus Satz 17 folgt aufgrund der offensichtlichen Tatsache, dass oM B 2-dimensional
ist, dass S eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M ist. Wenn man S
mit der Inklusionsabbildung i : S C M identifiziert und B. klein genug ist, dann
sind die Geodéten auf S im Punkt p auch Geodidten in M. Aus Satz 26 folgt
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deshalb, dass S geodétisch im Punkt p ist. Also ist die Zweite Fundamentalform
der Inklusionsabbildung null. Weil S eine Untermannigfaltigkeit von M ist, folgt
aus Satz 8, dass S eine von M induzierte Riemannsche Metrik hat. Die Gauss-
Kriimmung dieser Metrik im Punkt p wird im Folgenden als K(p) bezeichnet.
Weil die zweite Fundamentalform null ist, ist die bilineare Abbildung B(x,x)
ebenfalls null. Weil B auch symmetrisch ist, kann man B(z,y) = 3[B(z + y,z +
y) + B(x — y,x — y)] schreiben. Der letzte Ausdruck ist offensichtlich null. Setzt
man B(z,z) = 0 und B(z,y) = 0 in die Gauss-Formel (Theorem 5) ein, so erhélt
man

K(z,y) — K(z,y) = (0,0) — [0]* = 0.

Folglich ist K (z,y) = K(z,y). Weil nach Corollar 25 K (z,y) = K,(p) gilt, folgt
nun also, dass

K(p) = K(p,0)
ist. [
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11 Anhang

Dieser Abschnitt dient dazu, den Zusammenhang zwischen der Schnittkrimmung
und weiteren Kriimmungsgrossen aufzuzeigen, die fiir das Verstdndnis der Ein-
steinschen Feldgleichungen von grosser Bedeutung sind.

11.1 Tensoren

Tensoren stellen eine Struktur dar, die viele bekannte Konzepte der Mathematik,
wie zum Beispiel das des Vektorfelds, verallgemeinert.

Definition 41 Es sei V' ein Vektorraum idber K und V* die Menge aller K-
linearen Funktionen von V nach K. Fiir ganze Zahlen v > 0, s > 0, wobei nicht
r = s = 0 sein darf, heisst eine K-multilineare Funktion A : (V*)" x V* — K
Tensor des Typs (r, s) iber V.

Im Folgenden bezeichnet X*(M) die Menge aller Pfaffschen Formen auf M.

Definition 42 Ein Tensorfeld A auf einer Mannigfaltigkeit M ist ein Tensor
iber X(M). Ist A ein (r, s)-Tensor, so handelt es sich dabei um eine F(M)-
multilineare Funktion

A X (M) x X(M)* — F(M).

Das Tensorfeld A ist also eine multilineare Abbildung, die r Pfaffschen Formen
und s Vektorfeldern eine reell-wertige Funktion

F=A@Y,...0", X,,.... X,) € (M)

zuordnet. Die Stellen 1 bis r heissen kontravariant. Die Stellen 1 bis s heissen
kovariant.

Die Menge aller Tensorfelder des Typs (r, s) auf M wird im Folgenden mit T7,(M)
bezeichnet.

Es seien A € T(M)” und B € T(M)",. Man definiert
A® B : X (M) x X(M)***" — F(M)
durch

(A ® B)(e17 Y 0T+TI7X17 ey X8+8’)
= A0, ...0", X1, .. X)BO 0 X, Xry)

Definition 43 Die oben definierte Abbildung A ® B nennt man das Tensorprodukt
von A und B.
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11.2 Tensorkontraktionen

Die Abbildung, um die es in diesem Kapitel geht, ordnet einem Tensor vom Typ
(r,s) einen Tensor vom Typ (r —1,s — 1) zu.

Lemma 6 FEs gibt eine eindeutig bestimmte §(M)-lineare Funktion C : T (M) —
§(M), genannt (1, 1)-Kontraktion, sodass fir alle X € X(M) und 6 € X*(M)
C(X ©6) = X gilt.

Fiir einen Beweis dieses Satzes siehe zum Beispiel [O’Neill], Seite 40.

Um die (1,1)—Kontraktion C auf Tensoren hoheren Typs zu erweitern, wihlen
wir eine kovariante und eine kontravariante Stelle aus und wenden C auf diese
an.

Es seien A € TL(M) sowie 1 < ¢ < rund 1 < j < s. Wir fixieren Pfaffsche
Formen 6!, ...,0"~! sowie Vektorfelder X1, ..., X,_;. Dann ist die Funktion

(0,X) = A, 0, 07 X X X 1)

ein (1,1)-Tensor. Dabei ist 6 an der i-ten kontravarianten sowie X an der j-ten
kovarianten Stelle.

Wendet man auf diesen Tensor nun die (1,1)—Kontraktion C an, so erhilt man
eine reell-wertige Funktion

(CJZA)<917 ceey 97«717 X17 s Xsfl)'

Die Abbildung C?A ist F(M)-multilinear in ihren Argumenten. Also ist C%A ein
Tensor des Typs (r —1,s — 1).

Definition 44 Der oben definierte Tensor C’;A heisst die Kontraktion von A dber i, j.

11.3 Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit

Definition 45 FEine symmetrische Bilinearform b auf einem Vektorraum V st
nicht entartet, wenn aus b(v,w) =0, fir alle w € V', folgt, dass v =0 ist.

Definition 46 Der Index v einer symmetrischen Bilinearform b auf V' ist die
grosste ganze Zahl, die der Dimension eines Unterraums W C V' entspricht, auf
dem b|W negativ definit ist.

Definition 47 Fin metrischer Tensor g auf einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit ist ein symmetrisches, nicht entartetes (0,2)— Tensorfeld auf M mit kon-
stantem Index.

Definition 48 Fine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit M zusammen mit einem metrischen Tensor g.
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Bemerkung 7 Hat der metrische Tensor einer semi-Riemannschen Mannigfal-
tigkeit den Index v = 0, so spricht man von einer Riemannschen Mannigfaltigkeit,
wie sie in Kapitel 5 definiert wurde.

In den folgenden Abschnitten bezeichnet M immer eine semi-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit.

11.4 Beziehung der Schnittkriimmung zu weiteren Kriim-
mungsgrossen

11.4.1 Riemannscher Kriimmungstensor

Dass der Riemannsche Kriimmungstensor die Schnittkriimmung bestimmt ist
klar. Dass die Schnittkriimmung aber auch den Riemannschen Kriimmungstensor
bestimmt, wird in diesem Abschnitt anhand eines Satzes gezeigt.

In diesem Kapitel bezeichnet F' : (T,M)* — R eine Funktion, die die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

(i) F(z,y,v,w)=—F(y,z,v,w)
(i) F(z,y,v,w)=—F(x,y,w,v)
(i) F(z,y,v,w) = F(v,w,x,y)
Satz 27 Es sei F' eine Funktion in obigem Sinn, die die folgende Gleichung er-

fiillt:
F(v,w,v,w)

K(v,w) = Ry

9

wobei v, w linear unabhdngige Vektoren sind und K die Schnittkrimmung bezeich-
net.

Dann gilt (Rywx,y) = F(v,w,z,y).
Fiir einen Beweis dieses Satzes siehe zum Beispiel [O’Neill], Seite 79.

Der obige Satz zeigt, dass die Schnittkriimmung den Riemannschen Kriimmungs-
tensor eindeutig bestimmt.

Satz 28 Der Riemannsche Krimmungstensor ist ein (1,3)— Tensorfeld.

Fiir einen Beweis siehe zum Beispiel [O’Neill], Seite 74.
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11.4.2 Ricci-Kriimmung

Definition 49 Fs sei R der Riemannsche Krimmungstensor von M.
Die Ricci-Kriimmung Ric von M ist die Kontraktion C3(R).

Weil die Schnittkriimmung den Riemannschen Kriimmungstensor bestimmt, be-
stimmt sie dadurch auch die Ricci-Kriimmung.

Tatséchlich ist es sogar moglich, den Ricci-Tensor mithilfe der Schnittkrimmung
auszudriicken. Dies zeigt der folgende Satz.

Satz 29 Fs seien ein Punkt p € M sowie eine Orthonormalbasis (e1, ..., €,) von
T,M gegeben. Dann gilt

Ric(er,e1) = > em(Rere,(e1),em) = (e, e1) Y K(e1,em).

Dabei bezeichnet K die Schnittkrimmung und es ist €,, = (€, €m,).

Fiir einen Beweis dieses Satzes siehe zum Beispiel [O’Neill], Seite 88.

Nach diesem Satz entspricht Ric(ey,e;) bis auf das Vorzeichen (e, e;) = +1 der
Summe der Schnittkriimmungen aller n—1 orthogonalen, nicht entarteten Ebenen
durch e;.

11.4.3 Skalarkriimmung

Definition 50 Die Skalarkrimmung S von M ist die Kontraktion C(Ric) €
§(M) des Ricci-Tensors von M.

Weil die Schnittkriimmung den Riemannschen Kriimmungstensor bestimmt, be-
stimmt sie dadurch auch die Skalar-Kriimmung.

Allerdings ist es wieder wie im Fall des Ricci-Tensors moglich, die Skalarkriim-
mung mit der Schnittkriimmung auszudriicken. Dies wird durch den folgenden
Satz deutlich.

Satz 30 Es seien E, ..., E, orthonormale Vektorfelder, die jedem T,,M eine Ba-
sis zuordnen. Dann gilt

S=> K(E,E)=2) K(E,E)).
i#] i<j
Dabei bezeichnet K wieder die Schnittkrimmunyg.

Fiir einen Beweis dieses Satzes siehe zum Beispiel [O’Neill], Seite 88.
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12 Schlusswort

Weil ich bereits friih in meinem Leben damit angefangen habe, zu programmie-
ren, habe ich schon an diversen Projekten gearbeitet. Deshalb war das zielstrebige
Arbeiten an einem Projekt iiber einen lingeren Zeitraum an sich nichts Neues
fiir mich.

Meine ambitionierte Zielsetzung fiihrte wiahrend der Arbeit zu drei Herausforde-
rungen.

Die erste Herausforderung stellte hierbei die genaue Dokumentation meiner Vor-
gehensweise dar: Weil in meinen bisherigen Projekten lediglich das Endprodukt
von Bedeutung war, dokumentierte ich weder den Vorgang noch meine Arbeits-
weise. Diese Umstellung fiihrte jedoch zu keinerlei Schwierigkeiten, weil ich mich
bereits in die Mathematik, auf der meine Maturitatsarbeit basiert, eingelesen hat-
te, bevor ich mit dem Schreiben begann. Deshalb gab es keine Liicken im mathe-
matischen Verstindnis, welche den Arbeitsprozess verlangsamten. Dadurch war
es mir iiberhaupt erst moglich, die vorliegende Arbeit innerhalb von nur sieben
Wochen zu schreiben.

Die zweite Herausforderung bestand darin, die mathematische Beweisfiihrung
weiter verfeinern. Diese Herausforderung habe ich, weil ich bisher praktisch nie
Ubungen auf diesem Niveau der Mathematik gelst habe, als die grosste einge-
schatzt. Aufgrund dessen, dass ich mich bereits iiber einen lingeren Zeitraum in
die Mathematik eingearbeitet habe, konnte ich mich jedoch schnell an die ma-
thematische Beweisfiihrung anpassen.

Die letzte Herausforderung bestand schliesslich darin, dass ich, bevor ich gegen
Ende der Herbstferien mit dem Schreiben der Maturarbeit begonnen habe, noch
nie etwas mit LaTeX zu tun hatte. Deshalb musste ich den Umgang mit LaTeX
zuerst lernen. Dabei kam mir meine langjdhrige Programmiererfahrung erneut zu
Gute.

Aus den oberen Abschnitten geht hervor, wie wichtig der Aspekt des Planens bei
der Verfassung einer Maturititsarbeit, aber auch einer Arbeit im Allgemeinen ist.

Das Meistern der oben genannten Herausforderungen war eine grosse Bereiche-
rung fiir mich. Dabei werden mir besonders die ersten beiden genannten Heraus-
forderungen im Studium, aber auch im Alltag, ndmlich wenn prézises Denken
gefragt ist, zu Gute kommen. Die letzte der oben genannten Herausforderungen
wird mir sicherlich ebenfalls in Zukunft beim Schreiben von Arbeiten zu Gute
kommen.
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