Mathematikunterricht zwischen heute
und morgen

Welche Bedeutung kommt dem Einsatz von Technologie
zu?

«CAS, Taschenrechner, Tablets und Laptops»
oder «Back to the roots»
Herausforderungen fiir den Mathematikunterricht

Norbert Hungerbiihler
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Technologie oder Tafel

Norbert Hungerbiihler

Grundsatzliches

des Computers
I-)Mathematik



Der Einsatz von Hilfsmitteln und Geraten in
der Mathematik ist nicht neu

» Zirkel und Lineal in der Geometrie

» Tafeln, z. B. fiir Logarithmen

> Rechengerdte: Abakus, Rechentische, Nomogramme,
Rechenschieber, mechanische Rechenmaschinen (z. B. Curta),

Taschenrechner, CAS und graphikfahige Taschenrechner, PC,
Grossrechner, Mathematica, Maple, Sage, PhotoMath ...

Solche Hilfsmittel wirken auf die Entwicklung der Mathematik und
des Unterrichts zuriick:

> Welche Konstruktionsaufgaben lassen sich mit Zirkel und
Lineal I6sen? ~~ Galois-Theorie

» Welche elementaren Funktionen haben elementare
Stammfunktionen? ~~ Risch-Algorithmus

Technologie oder Tafel

Norbert Hungerbiihler

Grundsitzliches



Technologie oder Tafel

Die Frage nach dem angemessenen
Mitteleinsatz

Norbert Hungerbiihler

Die Errungenschaften unserer Zivilisation dussern sich oftmals in Crundsstatches
der Entwicklung von Hilfsmitteln, welche die natiirlichen
Fahigkeiten des Menschen potenzieren:

» Niemand sollte zum Brotchen holen das Auto beniitzen, wenn
der Béacker nur ein paar Schritte entfernt ist.

» Fiir weite Reisen jedoch sind moderne Fortbewegungsmittel
nicht wegzudenken.
» Hilfsmittel kommen auch zum Einsatz, um Menschen mit

Behinderung ihre Bewegungsfreiheit wenigstens teilweise
zuriickzugeben.



Technologie oder Tafel

Funktionen des Computers in der
(Schul-)Mathematik

» Visualisieren. Erkenntnisgewinn, Verstindnisférderung,
asthetischer Wert. Graphen, Kurven, Flachen, Richtungsfelder Funktionen des Computers

in der (Schul-)Mathematik

Norbert Hungerbiihler

> einfach: von Hand eine lineare Funktion zeichnen
» unverzichtbar: von Hand die Graphen von x — x2,
x > sin(x), etc. zeichnen
> legitim: fiir kompliziertere Beispiele, wie
x > 2sin(3) + cos(x) den Computer beniitzen
» Rechnen. Der PC als Rechenknecht

> siehe Beispiel unten

» Simulationen/Numerik. Erspart kostspielige Experimente,
ermdglicht undurchfiihrbare Experimente. Stochastische und
numerische Modelle: Klimaprognosen, globale Ausbreitung
von Krankheiten . ..

> Intelligenzverstérker. Beweis des Vierfarbensatzes,
Klassifizierung endlicher einfacher Gruppen ...

» Archivierung/Recherche. MathSciNet, Digital Math Library,
Encyclopedia of integer sequences, Inverse symbolic calculator



Technologie oder Tafel

Aufgeworfene Fragen
Norbert Hungerbiihler
» Kann oder soll dank Einsatz des Computers eine
Verwesentlichung des Mathematikunterrichtes stattfinden,
indem Routinerechungen an die Maschine delegiert werden Fanktionen des Computers
und damit der Blick auf Konzepte und Ideen frei wird? Also: i der (SehuMashenati
Weg von den Prozeduren, hin zu den Inhalten?

» Wird der Unterricht dadurch anspruchsvoller? Konzepte und
Ideen sind fiir viele SuS ein schwerer zu erreichendes
Bildungsziel, als das Lernen eines Kochrezepts. Auch die
Bedienung des Computers muss zusatzlich gelernt werden.

> Ist die Verlasslichkeit, der “contrat didactique”, in Gefahr?



. - - Technologie oder Tafel
CAS: Ein Beispiel i

Norbert Hungerbiihler

Aufgabe. Gegeben ist die Grundkante A = 10 und die Hohe

H = 20 einer quadratischen Pyramide. Die Pyramide soll parallel
zur Grundfiche abgeschnitten werden, so dass der Stumpf nur
noch den g-ten Teil des Volumens der ganzen Pyramide besitzt mit
q= %. Bestimmen Sie die Deckkante und die Hohe des Stumpfes.

CAS: Ein Beispiel




. . . Technologie oder Tafel
Lésung mit Derive

Norbert Hungerbiihler

SOLVE([A=10, H=20, g=3/4,
Ganzes=Abgeschnittenes + Stumpf,
Abgeschnittenes = 1/3%a”2+*h,

Ganzes=1/3%A"2x*H,

Stumpf=qg*Ganzes,

a/h=A/H,

H=k+h], [a,k], [Stumpf,Abgeschnittenes,Ganzes,h])

CAS: Ein Beispiel

fuhrt auf

[k=20-10%2"(1/3), a=5%2"(1/3)]

Im Vergleich zu einer konventionellen Lésung:
> Was bleibt gleich?
» Was kommt an Schwierigkeit oder Erkenntnis hinzu?
» Was verliert man (und vermisst es)?

» Was fillt weg (und man ist froh, dass es weg ist)?



Ziele des Unterrichts in elementarer
Algebra angesichts von CA

>

vV v v v

Begriffe Variablen, Terme, Gleichungen kennen und verstehen
Terme und Gleichungen aufstellen kénnen

Aus Termen Informationen herauslesen kénnen

Termstruktur erkennen

Idee und Bedeutung von Termumformungen verstehen und
einfache Termumformungen vornehmen kdnnen

Einfache Gleichungen I6sen kdnnen und das Vorgehen
verstehen und begriinden konnen

» Erkennen, wann sich der Einsatz eines CAS lohnt

Die Benutzung eines CAS steuern, und die erhaltenen
Resultate bewerten kdnnen

Mit Hilfe des CAS gewonnene Resultate angemessen
dokumentieren kdnnen

Technologie oder Tafel
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CAS: Ein Beispiel

Ziele des Algebraunterrichts
angesichts von CAS

Wieviel Ter




Technologie oder Tafel

Wieviel Termumformung braucht der
Mensch angesichts von CAS?

Norbert Hungerbiihler

. und wieviel Grammatik und Orthographie angesichts von
Spelling Checkern?
Soll man so eine Aufgabe noch stellen:

X241 x+1 S
+ 24/ — =3
x+1 x?+1

Pointe: Struktur erkennen z + % = 3.
Gegen eine Behandlung spricht:

» Die Aufgabe hat keine Bedeutung an sich
» Sie ist l6sbar nur, weil sie entsprechend konstruiert wurde
> CAS liefert sofort die Losung
» Frustration fiir erfolglose SuS

Fiir eine Behandlung spricht:
» Die Aufgabe iibt und foérdert das Erkennen von Strukturen
» Genugtuung fiir erfolgreiche SuS

Problem: Es gibt keine konsolidierten Erkenntnisse.



Folgende Tabelle stammt aus Welche handwerklichen Rechen-
kompetenzen sind im CAS-Zeitalter unverzichtbar? Sie gibt an,
welche Komplexitat von Termen mit respektive ohne CAS nach
Ansicht der deutsch-Gsterreichischen Arbeitsgruppe zu behandeln

und zu beherrschen sind.

ohne CAS 777 mit CAS
. . 100><3y2
Vereinfache g -5 Vereinfache 035
. . 2
Vereinfache % - X Vereinfache £ - L
y 3ac

Vereinfache 2a — g

Vereinfache 2a— g + ;

Schreibe ohne Klam-
mern: a — (b + 3)

Schreibe ohne Klam-
mern: 3a°(5a — 2b)

Schreibe ohne Klam-
mern: 2(a + b)

Schreibe ohne Klam-
mern:

(2% — 3b)(—3a + 5b2)

Schreibe ohne Klam-
mern: 2(ab)

Schreibe ohne Klam-
mern: (2a + t)?

Schreibe ohne Klam-

mern: 3(5a — 2b)

Schreibe ohne Klam-
mern: (5 + g)*

Technologie oder Tafel
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Empfehlungen der
deutsch-gsterreichischen
Autorengruppe Herget et al.



Lose nach x:

Ldse nach x:

5x —6=15 bx —6=2x+15
Loése nach x: Lése nach x:

x 4
3=5 2x+3=3

Ldse nach x: Lése nach x:
x2—4=0 9x2—4=0

Lose nach x:
x?—4x =0

Loése nach x:
2x2 —5x4+9=0

Lose nach x:
A= 4rx?

Lose nach vp:

Differenziere nach x
sin(x)

Differenziere nach x
x2 + cos x

Differenziere nach x
xsin(x)

Differenziere nach x
2sin(x)

Differenziere nach x

sin? x

Differenziere nach x
eX

Differenziere nach x
e2><

Differenziere nach x
2)(

Technologie oder Tafel
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Empfehlungen der
deutsch-gsterreichischen
Autorengruppe Herget et al.
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Ansichten in der Schweiz

Nach Peter Gallin
» Vereinfache folgende Terme, indem du moglichst kleine
Schritte aufschreibst und jede Umformung mit dem
zutreffenden Namen bezeichnest:
w* + 3wl + 3w+ w
v2w2 4+ 2v2w 4 v2

1 n 1 c (a4 b+ ) 1 LN 1 L 2 c?
_ o a c): — - Vorstellungen in der
a b ab b2 ab  a2b? Scheiz

» Bestimme die Losungsmenge der drei folgenden Gleichungen
und erklare, warum sie im Kopf gelost werden konnen
(schreibe die Schritte auf, die man im Kopf machen kann):

Norbert Hungerbiihler




Technologie oder Tafel

Nach Hansruedi Schneebeli

» Losen Sie folgende Aufgaben von Hand ohne Rechnerhilfe.
Geben Sie bitte an, wie Sie bei der Losung vorgehen.
Kommentieren Sie die Ergebnisse. Welche Bedingungen muss
der Parameter a erfiillen, damit die Losung existiert?

1. (t+a)® — (t — a)® = 4a° nach t auflssen
. (x+a)® = (x— a)® = 0 nach x auflésen

2
3. Vy+a—+/y—a=1nach y auflésen
4
5

Norbert Hungerbiihler

. vVz+a++/z—a= —1 nach z auflésen

. Welche Paare u, v sind Lésungen des Systems?

Vorstellungen in der
chweiz

1/3—|—3v_2 _
w7y =

6. (r —ay/r)> 4600 = (r — ay/r)* nach r auflésen
> Losen Sie die Gleichungen der vorangehenden Aufgaben mit
dem CAS ihres Taschenrechners. Geben Sie bitte an, wie Sie
bei der Losung vorgehen, dokumentieren Sie den CAS-Einsatz
genau. Kommentieren Sie die Ergebnisse analog zur
Handaufgabe.



Hindernisse bei der Beniitzung von CAS

Die Studie von Paul Drijvers zum Einsatz des TI-92 belegt, dass
der Unterricht durch CAS keineswegs zum Selbstldufer wird: fiir
schwichere Schiiler stellt der Rechner zusitzliche Schwierigkeiten

dar.

1. The difference between the algebraic representations provided

by the CAS and those students expect and conceive as
“simple”.

2. The difference between numerical and algebraic calculations

and the implicit way the CAS deals with this difference.

3. The limitations of the CAS and the difficulty in providing
algebraic strategies to help the CAS to overcome these
limitations.

4. The inability to decide when and how computer algebra can

be useful.

5. The flexible conception of variables and parameters that using

a CAS requires.
Ad 3: Satz von Richardson.

Ad 5: Der mathematische Variablenbegriff unterscheidet sich vom

informatischen.

Technologie oder Tafel
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Hindernisse bei der
Beniitzung von CAS
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CAS im Unterricht: Geschichte und Stand

» CAS-Software ab 1990 an Mittelschulen (Maple,
Mathematica): Noch wenige Computerrdume, daher nur
punktuell und ohne Auswirkung auf den Unterricht.

Norbert Hungerbiihler

» Intensiver Einsatz von CAS-Taschencomputern ab 1996 an
einzelnen Mittelschulen. Ab ca. 2000 auf immer breiterer
Basis.

» 2007: etwa 70% der schweizerischen Gymnasien und
Berufsmittelschulen setzen CAS ein (kantonal
unterschiedlich). Erste Laptopklassen und Klassen mit
Grafikrechnern. e

» Heute: Einzelne Gymnasien setzen ganz auf Laptop/Tablet.
Andere gehen zuriick zum TI-30.



Einsatz an den Universitaten

>

Technologie oder Tafel

Norbert Hungerbiihler

Vor allem in naturwissenschaftlichen und Ingenieur-
studiengdngen kommt professionelle Software ab dem
1. Semester zum Einsatz

An Priifungen sind Taschenrechner meist nicht erlaubt — sie
wiirden aber auch nichts niitzen

Hochschuldozierende haben kaum eine Ahnung von
CAS-Taschenrechnern

CAS kommt in der Lehrerausbildung nicht iiberall vor

Geschichte und Stand des

Ingenieure und Naturwissenschaftler verwenden im Beruf e
nicht CAS-Rechner sondern professionelle Software

Universitdten erwarten, dass Neueintretende mit Computern
und mathematischer Software in Beriihrung gekommen sind



Stellungnahme des D-MATH der ETH Zurich
zum Thema Taschenrechner im gy i il richt

Nach Meinung des D-MATH der ETH Zurich entscheidet sich die Qualitat von
Mathematikunterricht nicht daran, ob Rechner benutzt werden oder nicht.

Allerdings konnen Rechner den Mathematikunterricht unterstutzen. Zum Beispiel
kann durch Visualisierung von mathematischen Sachverhalten Verstandnis gefordert
werden. Indem Routinerechnungen abgetreten werden konnen, kann u. U. die
Konzentration auf Wichtigeres gelenkt werden. Schliesslich ist zu bedenken, dass
der Rechner in der forschenden Auseinandersetzung mit Mathematik oft die Rolle
eines Labors Ubernimmt in dem experimentiert werden kann. Und es ist klar, dass in
vielen Anwendungssituationen Rechner unentbehrlich sind. Was ein Algorithmus, ein
Programm ist gehort zur Allgemeinbildung. Wir erwarten deshalb, dass die
Absolventinnen und Absolventen der Gymnasien eine gewisse Erfahrung mit
Rechnern haben und selber ein paar Programme geschrieben und getestet haben.

Das D-MATH st fur den gesamten Mathematikunterricht an der ETH Zurich
verantwortlich. Alle Studierenden erhalten eine vertiefte mathematische Ausbildung,
die auf den Fahigkeiten und Fertigkeiten aufbaut, die sie auf den fruheren Stufen,
insbesondere im Gymnasium erworben haben. Damit das D-MATH seine Aufgabe
erfullen kann, ist es darauf angewiesen, dass die Neueintretenden eine tragfahige
mathematische Basis mitbringen, d. h. sie mussen den gymnasialen Mathematikstoff
sehr gut verstanden haben und flexibel nutzen konnen. Dazu gehort auch eine
gewisse (Hand-)Rechenfertigkeit und Rechensicherheit, etwa im algebraischen
Umformen, Differenzieren usw. Es wirde ohne Zweifel nicht im Interesse des D-
MATH der ETH liegen, wenn die Studierenden in Zukunft schon fur einfache
Zahlenrechnungen und Umformungen etc. zum Rechner greifen mussten.

Es wird manchmal gefragt, warum in der 1. Vordiplom- bzw. Basisprufung Rechner
meistens verboten sind, selbst wenn die Studierenden in den Ubungen aufgefordert
werden Rechner zu benutzen, wobei auf Hochschulstufe naturlich nicht primar
Taschenrechner, sondern meist noch leistungsfahigere Instrumente Verwendung
finden.

Die Grunde sind juristischer und praktischer Natur. Es gibt oft Prufungen mit
Hunderten von Kandidatinnen und Kandidaten. Es muss sicher gestellt sein, dass
alle Teilnehmenden die gleiche Chance haben, und die Durchfuhrung der Prufungen
muss praktikabel bleiben. Es wird deshalb schwerpunktmassig das Verstandnis von
Konzepten gepruft und zwar in einer Form, die von Hand zu bewaltigen ist.

Technologie oder Tafel

Norbert Hungerbiihler

Position der ETH



Ergebnisse aus Studien

>

Die Kompetenz (vor allem fachliche) der Lehrkraft ist
entscheidend fiir den Mehrwert von CAS.

Es fehlen geeignete Lehrmittel.

Die Verwendung von CAS im Unterricht kann schrittweise
erfolgen. Sie fiihrt fast zwangslaufig zu einem
schiilerzentrierten und mehr anwendungsorientierten
Unterricht. Nach Gsterreichischen Studien fithrt CAS zu mehr
Sachkompetenz und methodischer Kompetenz.

Wichtig ist eine ausgewogene Mischung zwischen Fertigkeiten
mit und ohne Rechner.

Wichtig ist auch, dass die Rechner in den Priifungen (zum
Teil) auch verwendet werden konnen. Sonst ist das Interesse
der SuS weit weniger gross.

Technologie oder Tafel

Norbert Hungerbiihler

Position der ETH
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Argumente pro CAS

Norbert Hungerbiihler
» MINT-Unterricht wird interessanter

» hilft schwicheren SuS, indem fehlendes Basiswissen und
handwerkliche Defizite liberbriickt werden kdnnen

» Technische Schwierigkeiten bei der Einfiihrung eines neuen
Themas kdnnen ausgeblendet werden

» Man darf den Schiilern diese Technik nicht vorenthalten: Man
wiirde auch keinem Medizinstudenten die Computer-
Tomographie vorenthalten mit dem Argument, er miisse auch
in der Lage sein, ohne dieses Hilfmittel Diagnosen zu stellen.

» fordert numerische & algorithmische Aspekte (Link zur
Informatik) Pros & Cons

fordert Motivation und Interesse
Grundlage fiir Schiiler, die spater Hard-Sciences studieren

Spielen mit Parametern, was sonst zu aufwandig ist

vV v . v v

(realistischere) Aufgaben werden méglich, die sonst
ausserhalb der Reichweite liegen

» Experimentieren, entdecken, simulieren



Technologie oder Tafel

Argumente contra CAS

Norbert Hungerbiihler
» Zeitverlust durch Partikularkenntnisse liber bestimmte Gerite
Verlust von Handfertigkeit

Kosten (kinderreiche Familien)

vV v v

Verfiihrt zu unkritischem Umgang: Schiiler setzen zuviel
Vertrauen in die Maschine. Es mangelt am Verstandnis,
warum die Mathematik mehr ist als was der Rechner kann.

» Numerische Resultate sind intransparent
» Uneinheitliche Schulldsungen generieren Schwierigkeiten

» Bei schwicheren Schiilern stellt der Rechner eine zusatzliche
Hiirde dar

» Wo man friiher fiir Routinezwischenschritte in Priifungen
noch Punkte geben konnte, geht das nun nicht mehr, wieder
zum Nachteil schwicherer Schiiler.

Pros & Cons

> Gewisse wertvolle Aufgaben werden nicht mehr behandelt,
weil sie (mit dem Rechner) “trivial” geworden sind.

» Die Matura wird schwieriger
» Elektronischer Spickzettel



Technologie oder Tafel

Méglicher Umgang mit CAS

Norbert Hungerbiihler

» Schiiler sollen beides kdnnen: Rechner sinnvoll einsetzen und
Aufgaben auch ohne ihn I6sen.

> Rechner erst ab Klasse x einsetzen

> Rechner fiir einzelne Klausuren oder einzelne Aufgaben
verbieten

> In Klausuren Zwischenschritte verlangen (Rechner nur als
Kontrolle)

> Regelmissig Aufgabenblatter mit Routineaufgaben ohne
Rechner

> Die Lehrperson schreibt vor, gewisse Rechenprozesse ohne
Rechner auszufiihren. Ist die nétige handwerkliche Routine
erlangt, kann auch wieder der Rechner eingesetzt werden.

» Einsatz in Priifungen auf den Einsatz im Unterricht
abstimmen.

Méglicher Umgang mit
CAS-Rechnern

» Informatik und Software dndern sich im Detail rasant, es gibt
aber fundamentale Konzepte, vermittelt werden sollen.
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Thesen und Folgerungen

Norbert Hungerbiihler

» Einsatz von CAS in Kombination mit Rechnungen von Hand

» Wer CAS im Unterricht einsetzt, muss Unterrichtsinhalte
und Unterrichtsmethoden entsprechend anpassen.
Unterricht, der CAS integriert, darf sich nicht darin
erschopfen, traditionelle Aufgaben mit dem Taschenrechner
zu behandeln.

» Der Einsatz von CAS muss sich sinnvoll und kritisch
hinterfragend an den Inhalten ausrichten, ohne die
handwerklichen Fertigkeiten zu vernachlassigen.

> Internet, Visualisierungs- und Geometriesoftware sowie CAS
und andere Hilfsmittel haben ihren Platz in jedem modernen
Mathematikunterricht.

» Themen wie Kurvendiskussion oder das Auffinden von P r—
Stammfunktionen bei verzwickten Integranden haben im
Zeitalter von CAS an Bedeutung verloren.

» CAS darf nicht zum Verlust der Rechenfertigkeit fiihren:
Hochschulen erwarten handwerkliches Kénnen beim Auflésen
von Gleichungen und Ausfiihren von langeren Rechnungen,
um die Erfordernisse des Studiums meistern zu kdnnen.



. . . . Technologie oder Tafel
Chance, die Mathematik verstehensorientierter zu lehren.

Einsatz von Geriistdidaktik und Blackbox-Whitebox Prinzip

Mathematik bietet als (fast) einziges Fach das Lernen von
Problemlésungsstrategien (Alleinstellungsmerkmal). Diese
Stéarke gilt es auch mit CAS auszuspielen.

Norbert Hungerbiihler

Freude wecken bei den Schiilern
> an der Schénheit der reinen Mathematik (Beweise, Strukturen)
> an der Niitzlichkeit der angewandten Mathematik
» am Wechselspiel der beiden

Denken macht Freude. CAS darf das Denken nicht
unterbinden

Vernetzung der Facher ist sinnvoll: Im Mathematikunterricht
werden Themen anderer Facher aufgegriffen und mit
mathematischen Methoden exemplarisch behandelt.
Umgekehrt kdnnen in anderen Fachern vermehrt
mathematische Methoden eingesetzt werden.

Thesen und Folgerungen

Auch innerhalb der Mathematik das Prinzip der Vernetzung
pflegen (z.B. geometrische Themen unter analytischen
Aspekten behandeln und umgekehrt).
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